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Desde que foi publicada a 1* edicio deste livro, recebemos intimeras sugestdes através de
cartas e contatos nos Congressos anuais organizados pela Sociedade Brasileira de Matema-
tica Aplicada e Computacional (SBMAC). Atendendo as sugestoes de corregoes, inclusiao
de topicos, e sentindo a necessidade de modernizagdo e atualizagao do texto, optamos por
elaborar esta 2* edigdo, motivadas pela grande aceitacao deste livro como texto basico para
cursos de Calculo Numérico em vérias universidades.

Em todos os capitulos ji existentes na edicao anterior, foram feitas correcoes ¢
alteragoes no texto: suprimimos € acrescentamos alguns excrcicios ¢ introduzimos uma
segido de projetos em quase todos os capitulos; nos projetos o nivel de exigéncia, tanto
tedrico quanto computacional, ¢ maior que nos exercicios; no Apéndice desta nova edigio
apresentamos as respostas de todos os exercicios.

Os Capitulos 3, 5 e 8 foram os mais alterados. No Capitulo 3, sobre Resolugéo de
Sistemas Lineares, além de ampliarmos a introdugao sobre existéncia ¢ nimero de solugoes,
introduzimos uma segio sobre Fatoracao de Cholesky. No Capitulo 5, a se¢do sobre Splines
em Interpolacdo foi ampliada, acrescentando as Splines Cibicas em Interpolagéo. Final-
mente, no Capitulo 8, acrescentamos uma secao sobre Problemas de Valor de Contorno em
Equagoes Diferenciais Ordindrias.

O atual Capitulo 4 ¢ inteiramente novo, e trata da Solugdo de Sistemas Nao
Lineares.

As listagens de programas computacionais foram eliminadas e sugerimos que
alunos e professores utilizem softwares matemiticos que possibilitam que algoritmos de
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métodos numéricos sejam facilmente adaptados para que possam ser implementados. Temos
usado na UNICAMP o MATLAB'! como material de apoio computacional no curso de
Célculo Numérico e temos obtido boa aceitacio por parte dos alunos. Consideramos que
este software € um material de facil manuseio e eficiente para a resolugio dos exercicios e
projetos computacionais propostos.

Agradecemos aos professores, alunos e leitores que nos fizeram criticas e suges-
toes que muito contribuiram na elaboragao desta edigcdo. Dedicamos um agradecimento
especial ao professor Licio Tunes dos Santos que gentilmente escreveu o projeto Newton e
os Fractais para o Capitulo 4 e aos auxiliares didaticos Ricardo Caetano Azevedo Biloti,
Suzana Lima de Campos Castro e Lin Xu, que resolveram a maior parte dos exercicios, e
especialmente a Roberto Andreani e a Renato da Rocha Lopes, pela leitura do texto e
contribuigdes para as listas de exercicios e projetos.

1. MATLAB € uma marca registrada do MathWorks, Inc. Uma boa introdugao 2 versio 4.2 do MATLAB
€ a quarta edigdo do MATLAB Primer de K. Sigmon, editado em 1994 por CRC Press, Boca Raton, FL.
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INTRODUGCAO
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Ao escrever este livro, nosso objetivo principal foi oferecer ao estudante de graduacao na
area de ciéncias exatas um texto que lhe apresentasse alguns métodos numéricos com sua
fundamentagao tedrica, suas vantagens e dificuldades computacionais.

Apresentamos oito capitulos e procuramos seguir em todos eles 0 mesmo desen-
volvimento. Em todos os capitulos, incluimos uma lista de exercicios e a maioria deles
apresenta propostas de projetos. As respostas de todos os exercicios se encontram no
Apéndice.

Supomos que o aluno tenha conhecimentos de Cilculo e de Algebra Linear e
familiaridade com alguma linguagem de programacao de computador.

O Capitulo 1 trata de erros em processos numéricos, sem a intensao de fazer um
estudo detalhado do assunto; o objetivo € alertar o aluno sobre as dificuldades numéricas
que podem ocorrer ao se trabalhar com um computador.

O Capitulo 2 apresenta varios métodos para a resolucao de equagdes nio lineares
do tipo f(x) = 0 e um desenvolvimento especifico para o caso de raizes reais de equagoes
polinomiais.

No Capitulo 3, abordamos a resolucao de sistemas de equagdOes lineares apresen-
tando métodos diretos e iterativos.
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Incluimos nesta edigdo uma introdugao sobre a resolugao de sistemas de equagdes
nao lineares, que ¢ o tema do Capitulo 4.

O Capitulo 5 apresenta a interpolagiao polinomial como forma de se obter uma
aproximacao para uma funcao f(x). Além disto, introduz as fungdes spline interpolantes.

O método dos quadrados minimos, como outra forma de aproximacao de fungoes,
€ apresentado no Capitulo 6, onde desenvolvemos o método dos quadrados minimos linea-
res e damos sugestoes de como contornar certos casos nao lineares.

O tema do Capitulo 7 € a integragdo numérica para jp f(x) dx, através das formulas
a

fechadas de Newton-Cotes. Introduzimos ainda as formulas de quadratura Gaussiana.

O Capitulo 8 aborda métodos numéricos para resolugao de problemas de valor
inicial e de contorno em equagdes diferenciais ordinarias.
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1.1 INTRODUGCAO

Nos capitulos seguintes, estudaremos métodos numéricos para a resolugdo de problemas
que surgem nas mais diversas areas.

A resolugio de tais problemas envolve vérias fases que podem ser assim estruturadas:

Problema | Levantamento de
Real Dados
4
T Escolha do Implementagéo
Modelo Método Numérico Computacional
Matemético Adequado deste Método
Se Necessdrio:
Andlise dos Reformular o Modelo
Resultados Matemitico e/ou
Obtidos Escolher Novo Método
Numérico
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Nio € raro acontecer que os resultados finais estejam distantes do que se esperaria
obter, ainda que todas as fases de resolugdo tenham sido realizadas corretamente.

Os resultados obtidos dependem também:

* da precisdao dos dados de entrada;

* da forma como estes dados sao representados no computador;

* das operagdes numéricas efetuadas.

Os dados de entrada contém uma imprecisdo inerente, isto €, nao ha como evitar
que ocorram, uma vez que representam medidas obtidas usando equipamentos especificos,
como, por exemplo, no caso de medidas de corrente ¢ tensdo num circuito elétrico, ou entao

podem ser dados resultantes de pesquisas ou levantamentos, como no caso de dados popu-
lacionais obtidos num recenseamento.

Neste capitulo, estudaremos os erros que surgem da representagio de nimeros
num computador e os erros resultantes das operagdes numéricas efetuadas, [23], [26] e [31].

1.2 REPRESENTACAO DE NUMEROS

Exempilo 1

Calcular a drea de uma circunferéncia de raio 100 m.

RESULTADOS OBTIDOS
a) A = 31400 m?
b) A =31416 m?
¢) A=31415.92654 m?

Como justificar as diferengas entre os resultados? E possivel obter “exatamente” esta drea?

Exemplo 2

Efetuar os somatérios seguintes em uma calculadora ¢ em um computador:
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30000
S= 2 X; para x, = 0.5 ¢ para x, = 0.11
i=1

RESULTADOS OBTIDOS
i) parax; =0.5: na calculadora: S = 15000
no computador: S = 15000
if) parax; =0.11: na calculadora: S = 3300
no computador: S = 3299.99691

Como justificar a diferenga entre os resultados obtidos pela calculadora e pelo
computador para x, = 0.117

Os erros ocorridos nos dois problemas dependem da representagido dos numeros
na maquina utilizada.

A representacao de um nimero depende da base escolhida ou disponivel na ma-
quina em uso e do nimero maximo de digitos usados na sua representagio.

O numero zm, por exemplo, ndo pode ser representado através de um numero
finito de digitos decimais. No Exemplo 1, o nimero n foi escrito como 3.14, 3.1416 e
3.141592654 respectivamente nos casos (a), (b) e, (¢). Em cada um deles foi obtido um
resultado diferente, e o erro neste caso depende exclusivamente da aproximacgédo escolhida
para m. Qualquer que seja a circunferéncia, a sua drea nunca sera obtida exatamente, uma
vez que m € um nimero irracional.

Como neste exemplo, qualquer cédlculo que envolva nimeros que nao podem ser
representados através de um mimero finito de digitos nao fornecera como resultado um
valor exato. Quanto maior o niimero de digitos utilizados, maior serd a precisao obtida. Por
isso, a melhor aproximacao para o valor da drea da circunferéncia é aquela obtida no
caso (c¢).

Além disto, um niimero pode ter representacao finita em uma base e nao-finita em
outras bases. A base decimal é a que mais empregamos atualmente. Na Antiguidade, foram
utilizadas outras bases, como a base 12, a base 60. Um computador opera normalmente no
sistema bindrio.

Observe o que acontece na interagao entre o usudrio e o computador: os dados de
entrada sdo enviados ao computador pelo usuéario no sistema decimal; toda esta informagao
é convertida para o sistema bindrio, ¢ as operacoes todas serao efetuadas neste sistema.
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Os resultados finais serdao convertidos para o sistema decimal e, finalmente, serdo transmi-
tidos ao usudrio. Todo este processo de conversio ¢ uma fonte de erros que afetam o
resultado final dos célculos.

Na préxima secdo, estudaremos os processos para conversao de nlmeros do sis-
tema bindrio para o sistema decimal e vice-versa.

1.2.1 CONVERSAO DE NUMEROS NOS SISTEMAS DECIMAL E BINARIO

Veremos inicialmente a conversao de nimeros inteiros.

Considere os nimeros (347),, e (10111),. Estes nimeros podem ser assim
escritos:

(347),,= 3 x 10 + 4 x 10! + 7 x 10°
(10111), =1 x2* + 0x 22 + 1 x22 4+ 1 x 2! + 1 x 20

De um modo geral, um nimero na base B, (a3, ; ... 3,3,8)), 0 < a, < (- 1),
k =1, ..., j, pode ser escrito na forma polinomial:

ajf.':j + aj_lﬂj“l + ..+ a,p? +apl +apl

Com esta representacdo, podemos facilmente converter um nimero representado
no sistema binério para o sistema decimal.

Por exemplo:

(10111), =1 x 2+ 0x 2%+ 1x 22 + 1 x 2! + 1 x 20

Colocando agora o nimero 2 em evidéncia teremos:
(10111), =2 x (1 +2x (1 +2x (0 + 2 x 1))) + 1 = (23),,

Deste exemplo, podemos obter um processo para converter um nimero repre-
sentado no sistema bindrio para o sistema decimal:

A representagao do nimero (a8, , ... aya;a,), na base 10, denotada por by, ¢
obtida através do processo:

= A.
]

Y
b, = a_,+2b,
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b, = a,+2b,
b, =a; +2b,
b, = a,+2b,

Para (10111),, a seqiiéncia obtida sera:

Veremos agora um processo para converter um nimero inteiro representado no
sistema decimal para o sistema bindrio. Considere o nimero N, = (347),, ¢ (ajaH .- Ay8p),
a sua representacdo na base 2.

Temos entao que:
347=2x(a; x 2" + o, x4 . +ayx2+2)+a=2x173+1

e, portanto, o digito a, = 1 representa o resto da divisdo de 347 por 2. Repetindo agora este
processo para 0 numero N, = 173:

173=a].x2ﬁ“1+;a|j_1:-:"3_’j‘2+...+a.23-c2+aI

obteremos o digito a,, que serd o resto da divisdo de N, por 2. Seguindo este racio-

cinio obtemos a seqiiéncia de nimeros NJ e a.

N,=347 = 2x173+1=> a =1

N,=173 = 2x86+1 = a =1
N,=86 = 2x43+0 = a,=0
N,=43 = 2x21+1 = a;=1
N,=21 = 2x10+1 = a,=1
N.=10 = 2x5+0 = a;=0
Ng=5 = 2x2+1 = a.=1



6 Cdlculo Numérico Cap. 1

N,=2 = 2x1+0 =a7=0
N3=1 = 2x0+1 =-38=1

Portanto, a representagio de (347),, na base 2 serd 101011011.

No caso geral, considere um nimero inteiro N na base 10 e a sua representagao
binérfa denotada por: (ajaj_l ... 352,8,),. O algoritmo a seguir obtém a cada k o digito
binério a.

=0
=N

Passo 0: k
Nk

Passo 1: Obtenha g, e r, tais que:
N, =2xq+r1,
Faga a, =r

Passo 2: Se q, = 0, pare.
Caso contrario, faga N _, = q,.
Faca k = k + 1 e volte para o passo 1.

Consideremos agora a conversao de um nimero fracionario da base 10 para a base 2.

Sejam, por exemplo:
r=0.125, s = 0.66666..., t = 0.414213562... .

Dizemos que r tem representagao finita ¢ que s e ¢ tém representacgao infinita.

Dado um ndmero entre 0 e 1 no sistema decimal, como obter sua representagao
binéria?

Considerando o nimero r = 0.125, existem digitos binarios: d,, d,,..., dj...., tais que
(0. d,d,...d;...), serd sua representagao na base 2.

Assim,
(0.125),, = d, x 21 d, x 22 4.4 dj g [
Multiplicando cada termo da expressao acima por 2 teremos:

2x0125=0250=0+025=d, +d,x 271 +dyx 27+ .. +d x 29 * 1+ .
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e, portanto, d, representa a parte inteira de 2 x 0.125 que € igual a zero e d, x 271 4+
dyx 272+ ... +d;x 27* 1 + .. representa a parte fraciondria de 2 x 0.125 que € 0.250.

Aplicando agora o mesmo procedimento para 0.250, teremos:

0.250

I

dyx21+dyx27%+ L +dx29* 1+ =>2x0250=05=
dy+dyx 270 +d,x 22+ . +dx 292+ =d,=0

e repetindo o processo para 0.5:

05 =dyx21+dx2?+..+dx2i* 2+ . =
2x05=10=dy+d, x27+ . +dx27* 7+ . =d,=1

Como a parte fraciondria de 2 x 0.5 é zero, o processo de conversdo termina, e teremos:
d, =0,d, = 0ed, = 1e, portanto, o nimero (0.125),, tem representagao finita na base
2: (0.001),

Um niimero real entre 0 e 1 pode ter representagao finita no sistema decimal, mas
representacao infinita no sistema bindrio.

No caso geral, seja  um nimero entre 0 e 1 no sistema decimal e (0. dldz---dj---)z sua
representacao no sistema binario.

Os digitos bindrios d;, d,, ..., d;, ... sdo obtidos através do seguinte algoritmo:
Passo0: r =1 k=1

Passo 1: Calcule 2r,.
Se 2r, =1, faca: d =1,
caso contrario, faca: d, = 0

Passo 2: Facar =2r, —d,.

k+1 k

Ser, ., =0, pare.
Caso contrario:

Passo 3: k=k+ 1.
Volte ao passo 1.
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Observar que o algoritmo pode ou nao parar apos um numero finito de passos.
Para r = (0.125),, teremos r, = 0. Ja para r = (0.1),,, teremos: r; = 0.1

k=1 21'1:0.2 = d =0

|‘2=0.2
k=2 2r,=04 = d,=0
k=3 21‘3=U.3 = d3=0

k=4 2r,=16 = d, =1

k=5 2,=12 = dy=1
02=r,

Como rg = 1,, teremos que os resultados para k de 2 a 5 se repetirao ¢ entao:
lo =T = I, = 0.2 e assim indefinidamente.

Concluimos que:

(0.1),, = (0.00011001100110011....),

e, portanto, o nimero (0.1),, ndo tem representagao binaria finita.

O fato de um nimero nao ter representacao finita no sistema bindrio pode acar-
retar a ocorréncia de erros aparentemente inexpliciveis em cédlculos efetuados em sistemas
computacionais binarios.

Analisando o Exemplo 2 da Secdo 1.2 e usando o processo de conversao descrito
anteriormente, temos que o nimero (0.5),, tem representagio finita no sistema binario:
(0.1),; j& o namero (0.11),, terd representagéo infinita:

(IJ.[)DCIII10!3'0(]1[110011111l(llififlﬂﬁmfﬁfﬂfﬁ‘fﬁl11101...)2

Um computador que opera no sistema bindrio ira armazenar uma aproximagao
para (0.11),,, uma vez que possui uma quantidade fixa de posicdes para guardar os digitos
da mantissa de um nimero, e esta aproximacao serd usada para realizar os cédlculos. Nao se
pode, portanto, esperar um resultado exato.
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Considere agora um nimero entre 0 e 1 representado no sistema binario:

(1), = (0. dyd-.d;...),

Como obter sua representacao no sistema decimal?

Um processo para conversao é equivalente ao que descrevemos anteriormente.
Definindo r; = r, a cada iteragdo k, o processo de conversdo multiplica o nimero r,
por (10),, = (1010), ¢ obtém o digito b, como sendo a parte inteira deste produto conver-
tida para a base decimal. E importante observar que as operacdes devem ser efetuadas no

sistema binério, [26]. O algoritmo a seguir formaliza este processo.

Passo 0: [,=1 k=1

Passo 1: Calcule w, = (1010), x r,.

Seja z,_a parte inteira de w,
b, € a conversdo de z, para a base 10.

Passo 2: Facar,  ,=w -7
Se M1 = 0, pare.

Passo 3: k=k+ 1.
Volte ao passo 1.

Por exemplo, considere o nimero:
(r), = (0.000111), = (0.b;b, ... bj]m
Seguindo o algoritmo, teremos:

r, = (0.000111),;

w, = (1010), x r, = 1.00011
w, = (1010), x r, = 0.1111
w, = (1010), x r; = 1001.011
w, = (1010), x r, = 11.11

ws = (1010), x 1y = 111.1

w, = (1010), x 1, = 101

R

Portanto (0.000111), = (0.109375),

b, = 1 er, = 0.00011;
b, =0ery = 0.1111;

b3=9er4=0.011;
b,=3ery=0.1%L
b5=76r6=0.1;
bﬁ=5er7=0;
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Podemos agora entender melhor por que o resultado da operagao

nao ¢ obtido exatamente num computador. Ji vimos que (0.11);, ndo tem representacao
finita no sistema bindrio. Supondo um computador que trabalhe com apenas 6 digitos na
mantissa, o namero (0.11),, seria armazenado como (0.000111), € este niimero representa
exatamente (0.109375),,. Portanto, todas as operagdes que envolvem o namero (0.11),,
seriam realizadas com esta aproximagido. Veremos na préxima segdo a representacao de
nimeros em aritmética de ponto flutuante com o objetivo de se entender melhor a causa
de resultados imprecisos em operagdoes numéricas.

1.2.2 ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE

Um computador ou calculadora representa um niimero real no sistema denominado aritmé-
tica de ponto flutuante. Neste sistema, 0 numero r serd representado na forma:

+ (.d,d,...d) x B°

onde:

B € a base em que a maquina opera;
t € o nimero de digitos na mantissa; 0 < 4:]j s@B-1,j=1,..,td, =0
e € o expoente no intervalo [1, u].

Em qualquer maquina, apenas um subconjunto dos numeros reais é representado
exatamente, e, portanto, a representagdo de um nimero real sera realizada através de trun-
camento ou de arredondamento.

Considere, por exemplo, uma méaquina que opera no sistema:
p=10;t=3; e€E[-5, 5]
Os nameros serao representados na seguinte forma nesse sistema:

0.d,d,d; x 10, 0<d, <9,d, =0, e E[5, 5]
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O menor nimero, em valor absoluto, representado nesta maquina €:

m = 0.100 x 1075 = 1076

e 0 maior nimero, em valor absoluto, ¢é:
M = 0.999 x 10° = 99900
Considere o conjunto dos nimeros reais R e 0 seguinte conjunto:
G={xER | m=s|x| <M}

Dado um numero real x, vérias situagées poderdo ocorrer:

Caso 1) x € G:

por exemplo: x = 235.89 = 0.23589 x 10°. Observe que este nimero possui 5
digitos na mantissa. Estdo representados exatamente nesta maquina os nimeros:
0.235 x 10% e 0.236 x 103, Se for usado o truncamento, X serd representado
por 0.235 x 10° e, se for usado o arredondamento, x serd representado por
0.236 x 10? (o truncamento e o arredondamento serdo estudados na Segao 1.3.2.);

Caso 2) | x| < m:

por exemplo: x = 0.345 x 10~7. Este nimero nao pode ser representado nesta
méaquina porque o expoente ¢ ¢ menor que —5. Esta € uma situagao em que
a maquina acusa a ocorréncia de underflow;

Caso 3) | x| > M:

por exemplo: x = 0.875 x 10°, Neste caso, 0 expoente e é maior que 5 e a maquina
acusa a ocorréncia de overflow.

Algumas linguagens de programagao permitem que as variaveis sejam declaradas
em precisdo dupla. Neste caso, esta varidvel serd representada no sistema de aritmética de
ponto flutuante da méquina, mas com aproximadamente o dobro de digitos disponiveis na
mantissa. E importante observar que, neste caso, o tempo de execugio e requerimentos de
memoria aumentam de forma significativa.
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O zero em ponto flutuante €, em geral, representado com o menor expoente
possivel na maquina. Isto porque a representagio do zero por uma mantissa nula ¢ um
expoente qualquer para a base 8 pode acarretar perda de digitos significativos no resultado
da adigao deste zero a um outro nimero. Por exemplo, em uma méquina que opera na base
10 com 4 digitos na mantissa, para x = 0.0000 x 10* e y = 0.3134 x 1072 o resultado de
X + y seria 0.3100 x 1072, isto €, sdo perdidos dois digitos do valor exato y. Este resultado
se deve 4 forma como ¢é efetuada a adicdo em ponto flutuante, que estudaremos na
Secao 1.3.3.

Exemplo 3

Dar a representacao dos nimeros a seguir num sistema de aritmética de ponto flutuante de
trés digitosparaf =10, m=-4e M = 4.

X Representacio obtida Representacao obtida
por arredondamento por truncamento

1.25 0.125 x 10 -0.125 x 10

10.053 0.101 x 10% 0.100 x 10%

-238.15 —0.238 x 10° -0.238 x 103

2.71828... 0.272 x 10 0.271 x 10
0.000007 (expoente menor que —4) =
718235.82 (expoente maior que 4) =

1.3 ERROS

1.3.1 ERROS ABSOLUTOS E RELATIVOS

No Exemplo 1 da Segdo 1.2, diferentes resultados para a area da circunferéncia foram
obtidos, dependendo da aproximacao adotada para o valor de .

Definimos como erro absoluto a diferenga entre o valor exato de um nimero x e
de seu valor aproximado X: EA = x - X.
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Em geral, apenas o valor X é conhecido, e, neste caso, ¢ impossivel obter o valor
exato do erro absoluto. O que se faz € obter um limitante superior ou uma estimativa para
o médulo do erro absoluto.

Por exemplo, sabendo-se que x € (3.14, 3.15) tomaremos para x um valor dentro
deste intervalo e teremos, entdo, |EA_|=|x - ¥| < 0.01.

Seja agora o nimero x representado por X = 2112.9 de tal forma que | EA | < 0.1,
ou seja, x € (2112.8, 2113) e seja o namero y representado por ¥ = 5.3 de tal forma que
| EAYI < 0.1, ou seja, y € (5.2, 5.4). Os limitantes superiores para os erros absolutos sao os
mesmos. Podemos dizer que ambos os niimeros estdo representados com a mesma precisao?

E preciso comparar a ordem de grandeza de x ¢ y. Feito isto, é ficil concluir que
o primeiro resultado € mais preciso que o segundo, pois a ordem de grandeza de x € maior
que a ordem de grandeza de y. Entdo, dependendo da ordem de grandeza dos nimeros
envolvidos, o erro absoluto ndo € suficiente para descrever a precisio de um calculo. Por
esta razdo, o erro relativo é amplamente empregado.

O erro relativo € definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado:

e, -5 -7

X

No exemplo anterior, temos

|EA.| o1
- . - s
| ER, | H < 31129 47 x 10°

I&Ll ﬂ =~ 0.02,

MR =51 <33

confirmando, portanto, que o nimero x € representado com maior precisdo que o nimero y.
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1.3.2 ERROS DE ARREDONDAMENTO E TRUNCAMENTO EM UM
SISTEMA DE ARITMETICA DE PONTO FLUTUANTE

Vimos na Secdo 1.2 que a representacao de um nimero depende fundamentalmente da

méquina utilizada, pois seu sistema estabelecera a base numérica adotada, o total de digitos
na mantissa etc.

Seja um sistema que opera em aritmética de ponto flutuante de t digitos na base
10, e seja x, escrito na forma

x=f],tx10"'+g’t><1[)""t onde0.1<f <1le0=g <1.
Por exemplo, se t = 4 e x = 234.57, entdo

x = 0.2345 x 10° + 0.7 x 107}, donde f, = 0.2345e g_=0.7.

E claro que na representagio de x neste sistema g, x 10° nao pode ser incorpo-
rado totalmente 3 mantissa. Entdo, surge a questao de como considerar esta parcela na
mantissa € definir o erro absoluto (ou relativo) méximo cometido.

Vimos na Segdo 1.2.2 que podem ser adotados dois critérios: o do arredondamento
¢ o do truncamento (ou cancelamento).

No truncamento, g_ x 10° é desprezado e X = f, x 10°. Neste caso, temos

|EA | = |x - X| = | g] x 10" < 10°", visto que | g | < 1

|ER_| |EA1| |g,(|><l()'e"t 102t
- s = <
R | x| |£| x 10 0.1 x 10°

- 10—l+1

visto que 0.1 € o menor valor possivel para f_.

No arredondamento, f_ ¢ modificado para levar em consideragio g_. A forma de
arredondamento mais utilizada € o arredondamento simétrico:

f, x 10¢ selg,l-t%

f x 10° + 10t se g | =

b | =
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i ; ;
Portanto se |g | < 5 By ¢ desprezado, caso contririo, somamos o nimero 1 ao

altimo digito de f.

Entdo, se | g | < % teremos

|EAx|=|x—i|=lgI|x10H<%x10‘“

|ER, | = IBA,] 16,1 <107 05100 1. 501
| x| |f | x 10° 0.1 x 10° 2

E se | g,| = 1/2, teremos

|EA| =[x-X]|=|(f, x 10° + g_x 10°7) - (f, x 10° + 10°7) |
= g, % 10~ 10| = | (g, — 1) | x 10 < 2 x 10~

IER,I-IEAxlﬂ 1/2 x 10 _1/2 x 107 _
IXI 0 |f, x 10° + 10| |f | x 10°

1/2 x 10t 1
<

TIT e e
1 X

Portanto, em qualquer caso teremos

1
5 1 1
x 10°7" e |ER | < 5 X 107+

B | =

|EA,| <

Apesar de incorrer em erros menores, o uso do arredondamento acarreta um
tempo maior de execucdo e por esta razdo o truncamento ¢ mais utilizado.
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1.3.3 ANALISE DE ERROS NAS OPERAGCOES
ARITMETICAS DE PONTO FLUTUANTE

Dada uma seqiiéncia de operagoes, como, por exemplo, u = [(x + y) —z —t] + w, é
importante a nogao de como o erro em uma operagdo propaga-se ao longo das operagoes
subseqiientes.

O erro total em uma operagao ¢ composto pelo erro das parcelas ou fatores e pelo
erro no resultado da operacao.

Nos exemplos a seguir, vamos supor que as operagoes sao efetuadas num sistema
de aritmética de ponto flutuante de quatro digitos, na base 10, e com acumulador de preci-
sao dupla.

Exemplo 4

Dados x = 0.937 x 10* e y = 0.1272 x 102, obter x + y.

A adigao em aritmética de ponto flutuante requer o alinhamento dos pontos deci-
mais dos dois nimeros. Para isto, a mantissa do nimero de menor expoente deve ser
deslocada para a direita. Este deslocamento deve ser de um nimero de casas decimais igual
a diferencga entre os dois expoentes.

Alinhando os pontos decimais dos valores acima, temos

x =0.937 x 10* e y = 0.001272 x 104,

Entao,

X +y = (0.937 + 0.001272) x 10* = 0.938272 x 10*.
Este € o resultado exato desta operagao. Dado que em nosso sistema t € igual a 4,
este resultado dever ser arredondado ou truncado.

Entio, X + y = 0.9383 x 10* no arredondamento e X ¥+ y = 0.9382 x 10* no
truncamento.
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Exemplo 5

Sejam x ¢ y do Exemplo 4. Obter xy:

(0.937 x 10%) x (0.1272 x 10?)
(0.937 x 0.1272) x 10° =
0.1191864 x 10°.

Xy

i

Entao, Xv = 0.1192 x 10°, se for efetuado o arredondamento, e Xy = 0.1191 x 10°, se
for efetuado o truncamento.

Os Exemplos 4 e 5 mostram que ainda que as parcelas ou fatores de uma operagao
estejam representados exatamente no sistema, nao se pode esperar que o resultado armaze-
nado seja exato.

Na maioria dos sistemas, o resultado exato da operacdo que denotaremos por OP
¢ normalizado ¢ em seguida arredondado ou truncado para t digitos, obtendo assim o
resultado aproximado OP que é armazenado na meméria da méquina.

Entdo, conforme vimos na Secgao 1.3.2, o erro relativo no resultado de uma opera-
¢do (supondo que as parcelas ou fatores estdo representados exatamente) sera:

|ERG | < 1074 ] no truncamento
| ERqp | < % % ppredl no arredondamento.

Veremos a seguir as félrmulas para os erros absoluto e relativo nas operagoes
aritméticas com erros nas parcelas ou fatores.

Vamos supor que o erro final € arredondado.

Scjamxcy,taisquex:i+EAxey=?+EA),.

Adigdo: x+y
x+y=(i+EAx)+(?+EAY)=(E+?)+(EA!+EAy).

Entéo, o erro absoluto na soma, denotado por EA_ | y ¢ a soma dos erros absolutos
das parcelas:

EA,,, =EA +EA,
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O erro relativo sera:

X
Rty =3%+5 = {iﬂ‘;]* y

i
Y AT
|
=+ | =1
|
—_—
+
=
|
+ <
|
L,

Subtragdo: X -y
Analogamente temos:

EA,  =EA - EAy e

ER, . i y za{

Multiplicagdo: xy
y=X+EA)y+EA)=
=Xy+X EAY +Y EA, + (EAx)(EAy)

Considerando que (EAx)(EAy) € um nimero pequeno, podemos desprezar este
termo na expressio acima.

Teremos entdo EA“ =X EA), +YEA,

XEA, + JEA_ E
ER,y = EAyx-;Ax - EAY*ERx”fERy
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1 i e
Representando o fator ————— sob a forma de uma série infinita, teremos

E
5

3
—1_=1_E?5'+E?5’ —E—f-"i d yie
1+E§:r y y y

e desprezando os termos com poténcias maiores que 1, teremos

x_X+BA( BA) g BA XEA, EAEA/
y y y y y y2 2
Entido
x %, FAXEA
_"-":+ = e -
y ¥ ¥ 2

E xE y - xE
Asmm,EA“y ?"_ ?:fl= EAx?z Ay

g(?EAx-iEAy]g EA, %=ERX_ERY

Escrevemos todas essas férmulas sem considerar o erro de arredondamento ou
truncamento no resultado final.

A andlise completa da propagacdo de erros se faz considerando os erros nas
parcelas ou fatores e no resultado de cada operagao efetuada.

Exemplo 6

Supondo que x, vy, z e t estejam representados exatamente, qual o erro total no célculo
de u = (x + y)z — t? (Calcularemos o erro relativo e denotaremos por RA o erro relativo de
arredondamento no resultado da operacio.)
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Seja s = x + y. O erro relativo nesta operagao sera:

ER = ER_ (_"_]+Eny (_.—-"—.)+RA-0+RA.
X+Yy X+Yy

i 1
Assxm,|ERs|=|RA|<5x10““1.
Calculando agora s x z, teremos m = s x z, € o erro relativo desta operacio sera:
ERm=ERs+ERZ+RA=ERE+%+RA=RAS+O+RA.
Entao,
|ERm|-.-;|RAs|+|RA|<%x104+1+%x10*+1=1w+1.

Calcularemos u = m — t e o erro relativo desta operagdo sera:

ERu=——:~——“’EA‘+RA-=-~ ™, RA = _m(_m_)+na

m -t m -t m m-—t

m

-ERm(E_T)+RA

Entao,
= m t+1 m 1 t+1

|ER, | < |ER_| ‘E_T sRA <1001 [P L 1 g0
Finalmente,

|ER, | < (-JEL + 1) x 107+1,
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Exemplo 7

Vimos que dados x, y € Z = x — y, entdo:

)P

X - X -y

ER, =

A

wl;

Se x e y sdao nimeros positivos arredondados, entdo:

Eg.‘. <‘1'Xlﬂ_l+1 e %

2

< % x 107t+1.

E claro que se x = y, entdo o erro relativo em z pode ser grande, como por
exemplo, se X = 0.2357 x 10° ¢ § = 0.2353 x 10°, entdo Z = X — § = 0.0004 x 10° e isto ¢
denominado cancelamento subtrativo.

O erro relativo em z € limitado superiormente por:

02357 x 10° + 02353 x 1°) 1 143 (. 4 =
0.0004 x 10° 2

| ER, | <
= |ER:| < (0.5888 = 59%.
Este erro relativo é propagado nas préximas operagoes (pois cada expressio para

o erro relativo depende do erro relativo em cada parcela ou fator).

Por exemplo, para w = zt, se t = 0.4537 x 10° teremos W = 0.1815 x 10° e

|ER, | < |ER,| + |ER,| < 0.59 + % x 10-3 = 0.5905 ~ 59%.

Desta forma, o cancelamento subtrativo pode dar origem a grandes erros nas
operagoes seguintes.
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EXERCICIOS

1.

Converta os seguintes nimeros decimais para sua forma binéria:

x=37 y = 2345 z =0.1217

Converta os seguintes nimeros bindrios para sua forma decimal:
x = (101101), y = (110101011),
z = (0.1101), w = (0.111111101),

Seja um sistema de aritmética de ponto flutuante de quatro digitos, base decimal e com
acumulador de precisao dupla. Dados os niimeros:

x=0.7237x10* y=02145x1023 e z=0.2585 x 10!

efetue as seguintes operacgdes e obtenha o erro relativo no resultado, supondo que x, y
e z estao exatamente representados:

@) X+y+z d) (xy)z
b) x-y-z e) x(y/z)
c) x/y

Supondo que x € representado num computador por X, onde X € obtido por arredonda-
mento, obtenha os limites superiores para os erros relativos deu =2Xew = X + X.

Idem parau=3Xxew=X+X + X.

Sejam X e y as representagoes de x e y obtidas por arredondamento em um computador.
Deduza expressoes de limitante de erro para mostrar que o limitante do erro relativo de
u=3Xyémenorqueodev=(X+X+X)V.

Verifique de alguma forma que, se ry tem representacao finita na base 2 com k digitos,
ou seja, g = (0. d,d,...d,),, entdo sua representacio na base 10 € também finita com k
digitos.
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E interessante observar que a adicdo em aritmética de ponto flutuante nem sempre é
associativa. Prova-se que dados n nimeros x,, X,,..., X, representados exatamente, o
limite do erro total devido ao arredondamento na soma S = X, + X, + ... X €:

|EAJ < [(0— 1%, + (0= 1y + (0 - Dy + .. 20, + %] x 5 x 10+,

a)
b)

Faca n = 5 e prove que esta relagao € verdadeira.

Analise cuidadosamente a expressao acima e verifique que, dados n nimeros, o
erro total serd menor se forem ordenados em ordem crescente antes de serem
somados.

Considere uma maquina cujo sistema de representacdo de nimeros € definido por:
B=10,t=4,1=-5¢u=5. Pede-se:

a)
b)

qual o menor e o maior nimero em mdédulo representados nesta méquina?

como sera representado o nimero 73.758 nesta maquina, se for usado o arredon-
damento? E se for usado o truncamento?

se a = 42450 e b = 3 qual o resultado de a + b?

qual o resultado da soma

10

S=42450+2 3
k=1

nesta maquina?

idem para a soma:

10

8§ - }: 3 + 42450,
k=1

(Obviamente o resultado deveria ser o mesmo. Contudo, as operagdes devem ser
realizadas na ordem em que aparecem as parcelas, o que conduzird a resultados
distintos).
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o resultado da operagiio: wz/t pode ser obtido de varias maneiras, bastando modificar
a ordem em que os célculos sio efetuados. Para determinados valores de w, z e t, uma
segiiéncia de célculos pode ser melhor que outra. Faca uma andlise para o caso em
que w = 100, z=3500e t=7.

10. Escreva um programa em alguma linguagem para obter o resultado da seguinte ope-
ragao:

n
S = 10000 - Y
k=1

para: @) n=100000e x =0.1; b)n=80000¢ x = 0.125.

PROJETOS

1. PRECISAO DA MAQUINA

A precisdo da maquina ¢ definida como sendo 0 menor nimero positivo em aritmética de ponto
flutuante €, tal que (1 + €) > 1. Este nimero depende totalmente do sistema de representacido da
méaquina: base numérica, total de digitos na mantissa, da forma como sido realizadas as
operagdes e do compilador utilizado. E importante conhecermos a precisdo da mdquina porque
em vdérios algoritmos precisamos fornecer como dado de entrada um valor positivo, préximo de
zero, para ser usado em testes de comparagdo com zero.

O algoritmo a seguir estima a precisdo da méiquina:

Passol: A=1;
8§ =2

Passo 2: Enquanto (s) > 1, faga:
A=A/2
s=1+A;

Passo 3: Faga Prec = 2A e imprima Prec.
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a) Teste este algoritmo escrevendo um programa usando uma linguagem conhecida.
Declare as varidveis do programa em precisdo simples e execute o programa; em
seguida, declare as varidveis em precisio dupla e execute novamente o programa.

b) Interprete o passo 3 do algoritmo, isto é, por que a aproximag¢do para Prec é
escolhida como sendo o dobro do dltimo valor de A obtido no passo 2?

¢) Na defini¢do de precisio da mdquina, usamos como referéncia o niimero 1. No
algoritmo a seguir, a varidvel VAL é um dado de entrada, escolhido pelo usuério:

Passo 1: A=1;
s=VAL + A;

Passo 2: Enguanto (s) > VAL, faga:
A=A
s=VAL+ A

Passo 3: Faca Prec = 2A e imprima Prec.

¢.]) Teste seu programa atribuindo para VAL os mimeros: 10, 17, 100, 184,
1000, 1575, 10000, 17893.

c.2) Para cada valor diferente para VAL, imprima o valor correspondente ob-
tido para Prec. Justifique por que Prec se altera quando VAL é modificado.

2. CALCULO DE &*

Escreva um programa em uma linguagem conhecida, para calcular e* pela série de Taylor com
n termos. O valor de x e o mimero de termos da série, n, sdo dados de entrada deste programa.
Para valores negativos de x, o programa deve calcular e* de duas formas: em uma delas o valor
de x é usado diretamente na série de Taylor e, na outra forma, o valor usado na série é y = —x,
e. em seguida, calcula-se o valor de e* através de 1/e*.

a) Teste seu programa com vérios valores de x (x préximo de zero e x distante de
zero) e, para cada valor de x, teste o célculo da série com vérios valores de n.
Analise os resultados obtidos.
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b) Dificuldades com o cédlculo do fatorial:

O calculo de k! necessario na série de Taylor pode ser feito de modo a evitar
a ocorréncia de overflow. Os célculos podem ser organizados de modo a se
evitar o “estouro” no célculo de k!; para isto € preciso analisar cuidadosamen-
te o k-ésimo termo x¥/k!, tentar misturar o cilculo do numerador e do deno-
minador e realizar divisdes intermedidrias. Estude uma maneira de realizar
esta operacao de modo a evitar que k! estoure.

Com a modificagao do item (b), a série de Taylor pode ser calculada com
quantos termos se queira. Qual seria um critério de parada para se interromper
o cédlculo da série?



CAPITULO @

ZEROS REAIS DE FUNCOES REAIS

MAKRON
Books

2.1 INTRODUCAO

Nas mais diversas dreas das ciéncias exatas ocorrem, freqlientemente, situagdes que envol-
vem a resolugdo de uma equagdo do tipo f(x) = 0.

Consideremos, por exemplo, 0 seguinte circuito:

Figura 2.1

A figura acima representa um dispositivo ndo linear, isto €, a funcao g que da a
tensao em fungao da corrente € nao linear. Dados E e R e supondo conhecida a caracteristica
do dispositivo v = g(i), se quisermos saber a corrente que vai fluir no circuito temos de
resolver a equacdo E — Ri — g(i) = 0 (pela lei de Kirchoff). Na pratica, g(i) tem o aspecto de
um polindmio do terceiro grau.

27
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Queremos entdo resolver a equagio f(i) = E — Ri — g(i) = 0.

O objetivo deste capitulo € o estudo de métodos numéricos para resolucio de
equagOes nao lineares como a acima.

Um nimero real £ é um zero da funcao f(x) ou uma raiz da equagao f(x) = 0
se f(E) = 0.

Em alguns casos, por exemplo, de equagbes polinomiais, os valores de x que
anulam f(x) podem ser reais ou complexos. Neste capitulo, estaremos interessados somente
nos zeros reais de f(x).

Graficamente, os zeros reais sao representados pelas abcissas dos pontos onde
- - ._h
uma curva intercepta o €ixo ox.

09 | )|

R

/’51 Ez \; /E.n Ez\\/ EB

(@) (b)

(%)

Xy

5y Nl % Eq

()

Figura 2.2
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Como obter raizes reais de uma equacgio qualquer?

Sabemos que, para algumas equagdes, como por exemplo as equacdes polinomiais
de segundo grau, existem férmulas explicitas que dio as raizes em fungio dos coeficientes.
No entanto, no caso de polindmios de grau mais alto e no caso de fungdes mais compli-
cadas, € praticamentec impossivel se achar os zeros exatamente. Por isso, temos de nos
contentar em encontrar apenas aproximagoes para esses zeros; mas isto nao € uma limitagao
muito séria, pois, com os métodos que apresentaremos, conseguimos, a menos de limitagoes
de maquinas, encontrar os zeros de uma fungao com qualquer precisao prefixada.

A idéia central destes métodos € partir de uma aproximagao inicial para a raiz e
em seguida refinar essa aproximagio através de um processo iterativo,

Por isso, os métodos constam de duas fases:

FASE I: Localizagio ou isolamento das raizes, que consiste em obter um interva-
lo que contém a raiz;

FASE II: Refinamento, que consiste em, escolhidas aproximacoes iniciais no
intervalo encontrado na Fase I, melhori-las sucessivamente até se obter uma
aproximacao para a raiz dentro de uma precisio ¢ prefixada.

2.2 FASE I: ISOLAMENTO DAS RAIZES

Nesta fase ¢ feita uma andlise teérica e grifica da fungio f(x). E importante ressaltar que 0
sucesso da Fase II depende fortemente da precisdo desta anilise.

Na anilise tedrica usamos freqiientemente o teorema:

TEOREMA 1

Seja f(x) uma fungio continua num intervalo [a, b].

Se f(a)f(b) < 0 entdo existe pelo menos um ponto x = § entre a e b que € zero
de f(x).
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GRAFICAMENTE

f(x) f(x)

. o
>
L 2
il
N

o) 1

A

a A g b x

]

Figura 2.3

Conforme vemos, a interpretacdo grifica deste teorema é extremamente simples
(e uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [11]).
OBSERVACAO

Sob as hipéteses do teorema anterior, se f'(x) existir e preservar sinal em (a, b), entdo este
intervalo contém um Gnico zero de f(x).
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GRAFICAMENTE

fx) | f(x) |

Y

xwv

f'(x) > 0, ¥x E[a, b) f'(x) <0, ¥x E[a, b]
Figura 2.4

Uma forma de se isolar as raizes de f(x) usando os resultados anteriores ¢ tabelar
f(x) para vérios valores de x e analisar as mudangas de sinal de f(x) e o sinal da derivada
nos intervalos em que f(x) mudou de sinal.

Exemplo 1
a) f(x) =x>-9x +3

Construindo uma tabela de valores para f(x) e considerando apenas os sinais,
temos:

Sabendo que f(x) € continua para qualquer x real e observando as variagoes de
sinal, podemos concluir que cada um dos intervalos I, = [-5, -3], I, = [0, 1] e I; = [2, 3]
contém pelo menos um zero de f(x).
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Como f(x) é polindmio de grau 3, podemos afirmar que cada intervalo contém um
tinico zero de f(x); assim, localizamos todas as raizes de f(x) = 0.

b) f(x) =Vx - 5¢7*
Temos que D(f) = R* (D(f) = dominio de f(x))

Construindo uma tabela de valores com o sinal de f(x) para determinados valores
de x temos:

x‘{] 1 2 3

f(x) ‘ - - + -

Analisando a tabela, vemos que f(x) admite pelo menos um zero no intervalo
(1, 2)

Para se saber se este zero € unico neste intervalo, podemos usar a observagio

anterior, isto €, analisar o sinal de f'(x):

f'(x) = +5¢*>0, ¥x>0.

1
2vx

Assim, podemos concluir que f(x) admite um dnico zero em todo seu dominio de
definicao e este zero estd no intervalo (1, 2).

OBSERVAGCAO

Se f(a)f(b) > 0 entao podemos ter vérias situagdes no intervalo [a, b], conforme mostram os
graficos:
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f(x) 4

f() f(x) |

i
)
0
I
)
i
L)

BN 8 b x a & b x

Figura 2.5

a

A andlise grafica da funcao f(x) ou da equagio f(x) = 0 € fundamental para se
obter boas aproximacdes para a raiz.

Para tanto, é suficiente utilizar um dos seguintes processos:

i)  esbogar o grifico da funcdo f(x) e localizar as abcissas dos pontos onde a
» —=
curva intercepta o €ixo ox;

if) a partir da equagio f(x) = 0, obter a equacdo equivalente g(x) = h(x),
esbogar os gréficos das fungbes g(x) e h(x) no mesmo eixo cartesiano e
localizar os pontos x onde as duas curvas se interceptam, pois neste caso

f(€) = 0 <= g(®) = h(g);

iii) usar os programas que tracam graficos de fungbes, disponiveis em algumas
calculadoras ou softwares matematicos.
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O esbogo do grifico de uma fungéo requer um estudo detalhado do comportamento
desta funcao, que envolve basicamente os itens: dominio da fungao; pontos de descontinui-
dade; intervalos de crescimento e decrescimento; pontos de maximo e minimo; concavida-
de; pontos de inflexdo e assintotas da funcao.

Este esquema geral de andlise de fungbes e construgao de graficos é encontrado
em [16] e [20].

Exempilo 2

a) f(x)=x>-9x +3

Usando o processo (i), temos:

f(x) =13—9X +3
o)t f'(x) =3x> -9
f'(x) =0« x=2V3

x f(x)
— =25
-3 3
-v3 13.3923
. | 11
\ 0 3
o . _ 1 -5
453 2 1 [EA 1 2g[3 4 x V3 ~7.3923
2 [ -7
3 | 3
E1 E(‘"4s _3)
& €(0, 1)
E; €(2,3)

Figura 2.6
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E, usando o processo (ii): da equagio x> — 9x + 3 = 0, podemos obter a equagio
equivalente x> = 9x — 3. Neste caso, temos g(x) = x> e h(x) = 9x — 3. Assim,

h(x)

\J

4

§, E(4,-3)
Ez E(U, 1)

Figura 2.7
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b) f(x)=Vx - 5e*

Neste caso, ¢ mais conveniente usar o processo (ii):

Vx —5¢* =0 < Vx = 5¢* = g(x) = Vx e h(x) = 5¢*

h(x) , 4

\

a(x)

e

Figura 2.8

c) f(x)=xlog(x)-1

Usando novamente o processo (ii) temos que

1

xlog(x) -1 =0 <= log(x) = -

= g(x) = log(x) ¢ h(x) = |

EE(, 2)
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th(x)

gx)

. EE(2,3)

Figura 2.9

2.3 FASE lI: REFINAMENTO

Estudaremos neste item véarios métodos numéricos de refinamento de raiz. A forma como se
efetua o refinamento é que diferencia os métodos. Todos eles pertencem & classe dos
métodos iterativos.

Um método iterativo consiste em uma seqiiéncia de instrugbes que sao executadas
passo a passo, algumas das quais sdo repetidas em ciclos.

A execucio de um ciclo recebe o nome de iteragdo. Cada iteragao utiliza resul-
tados das iteragbes anteriores e efetua determinados testes que permitem verificar se foi
atingido um resultado préximo o suficiente do resultado esperado.

Observamos que os métodos iterativos para obter zeros de fungdes fornecem
apenas uma aproximacgao para a solugao exata.

Os métodos iterativos para refinamento da aproximacdo inicial para a raiz exata
podem ser colocados num diagrama de fluxo:
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( Inicio )

Dados iniciais

Calculos iniciais

Calcular a nova
aproximagao

Essa aproximagao
esta préxima o suficiente C%',f'a‘:!;“
da raiz exata?
Fim

Calculos intermediarios

k=k+1

Figura 2.10

2.3.1 CRITERIOS DE PARADA

Pelo diagrama de fluxo verifica-se que todos os métodos iterativos para obter zeros de
fungdo efetuam um teste do tipo:

X, estd suficientemente préximo da raiz exata?

Que tipo de teste efetuar para se verificar se x, esta suficientemente préximo da
raiz exata? Para isto € preciso entender o significado de raiz aproximada.
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Existem duas interpretagdes para raiz aproximada que nem sempre levam ao
mesmo resultado:

X € raiz aproximada com precisio € se:
i) |x-E|<e ou

ii) |f(X)| <e.

Como efetuar o teste (i) se ndo conhecemos E?
Uma forma é reduzir o intervalo que contém a raiz a cada iteragao. Ao se conse-

guir um intervalo [a, b] tal que:

g Ee[a, b] entio ¥ x € [a, b)], | x — E| < €. Portanto, ¥ x € [a, b] pode ser

b= i@ tomado como X

f(x) ¢

Figura 2.11

Nem sempre € possivel ter as exigéncias (i) e (if) satisfeitas simultaneamente. Os
graficos a seguir ilustram algumas possibilidades:
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f(x) 4 em X tem-se [f(%)| <e f(x) 1 X —E| < e mas |f(x)| >> ¢
mas |[X —E|>>¢

R
x |

(@)

f(x} A

Figura 2.12

Os métodos numéricos sao desenvolvidos de forma a satisfazer pelo menos um
dos critérios.

Observamos que, dependendo da ordem de grandeza dos nimeros envolvidos, é
aconselhdvel usar teste do erro relativo, como por exemplo, considerar X como aproximacao

dt.:‘és.:]ﬁElll

L <& onde L = | f(x) | para algum x escolhido numa vizinhanga de E,

Em programas computacionais, além do teste de parada usado para cada método,
deve-se ter o cuidado de estipular um nimero mdximo de itera¢ées para se evitar que o
programa entre em “looping” devido a erros no préprio programa ou a inadequacio do
método usado para o problema em questao.
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2.3.2 METODOS ITERATIVOS PARA SE OBTER
ZEROS REAIS DE FUNGOES

I. METODO DA BISSECCAO
Seja a fungdo f(x) continua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.

Vamos supor, para simplificar, que o intervalo (a, b) contenha uma tunica raiz da
equacio f(x) = 0.

O objetivo deste método € reduzir a amplitude do intervalo que contém a raiz até
se atingir a precisdo requerida: (b — a) < €, usando para isto a sucessiva divisio de [a, b]
a0 meio.

GRAFICAMENTE

fx) 4

Figura 2.13
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As iteragOes sao realizadas da seguinte forma:

. b f(ay) < 0] (E E(ay, xp)
S R TS N
f(xg) > 0 b, = x,
o f(a;) < 0] (E €(x,,by)
xl- B 1 :f(b1)}0h = 4 32-11
f(x,) < 0 b, = b,
a, + b, f(a;) < 0] (€ E(x5 b))
xz- > ,f(bz)'bo,. = 4 33-x2
f(xz} <0 b3 = b,

Exemplo 3
Ja vimos que a fun¢ado f(x) = xlog(x) -~ 1 tem um zero em (2, 3).

O método da bissecgao aplicado a esta fun¢do com [2, 3] como intervalo inicial
fornece:

243 f(2) = -0.3979 < 0 E €(25, 3)
Xg = =5 =25 {f(3) = 04314 >0 = a4 = Xg =25
f(2.5) = =5.15x103 < 0 b, =b; =3
f(2.5) < 0 E €(25, 2.75)
11-2'5;3-2.75 f(3) > 0 = a, = a, = 2.5
f(2.75) = 0.2082 > 0 b, = x; = 2.75
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ALGORITMO 1
Seja f(x) continua em [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.
1) Dados iniciais:
a) intervalo inicial [a, b]

b) precisao ¢

2) Se (b —a) < &, entdo escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.

3) k=1
4) M = f(a)
5) 1K=a;b

6) Se Mf(x) > 0, faga a = x. VA para o passo 8.

) b=x

8) Se (b - a) < &, escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.
9) k =k + 1. Volte para o passo 5.

Terminado o processo, teremos um intervalo [a, b] que contém a raiz (e tal que
(b — a) < €£) e uma aproximagao X para a raiz exata.
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Exemplo 4
fx)=x3-9x + 3 1=[0,1] e =103
Iteragao X f(x) b-a
1 5 -1.375 5
2 25 765625 25
3 375 —.322265625 125
4 3125 218017578 0625
5 34375 —0531311035 03125
6 328125 0822029114 015625
7 3359375 0144743919 7.8125 x 1073
8 33984375 -.0193439126 3.90625 x 1073
9 .337890625 —2.43862718 x 1073 1.953125 x 1073
10 336914063 6.01691846 x 1073 9.765625 x 10~

Entdo X = .337402344 em dez iteracdes. Observe que neste exemplo escolhemos

|
e
+
o

ESTUDO DA CONVERGENCIA

E bastante intuitivo perceber que se f(x) é continua no intervalo [a, b] e f(a)f(b) < 0, o

método da bissecgdo vai gerar uma seqiiéncia {x, } que converge para a raiz.

No entanto, a prova analitica da convergéncia requer algumas consideragoes. Su-
ponhamos que [a,, by] seja o intervalo inicial e que a raiz § seja Gnica no interior desse

intervalo. O método da bissecgao gera trés seqiiéncias:

{ay}:

nao-decrescente ¢ limitada superiormente por b; entdo existe r € R tal

que

lim ak-r

k—x
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{bg}:  ndo-crescente e limitada inferiormente por a,, entdo existe s € R tal que

lim b, = s
k—ee

8 + by
{x}:  por construgdo (x, = ———), temos 3y < xy < by, ¥ k.

A amplitude de cada intervalo gerado é a metade da amplitude do intervalo ante-
rior.

by — a,

Assim, ¥ k: by — a = x

Entio lim (b, —a;) = lim

k— e ko=
Como {a.} e {b} sdo convergentes,

limb, — lima, =0 = limb, = lim a,. Entio r = s.

k= oo k— oo k— oo k—ea

Seja I =r=s o limite das duas seqiiéncias. Dado que para todo k o ponto x,
pertence ao intervalo (a,, b,), o Célculo Diferencial e Integral nos garante que

mek=ﬂ

k—e=

Resta provar que { éo0zeroda funcao, ou seja, f(l) = 0.

Em cada iteragdo k temos f(a,) f(b,) < 0. Entdo

0= lim f(af(b,) = lim f(a) lim f(b,) = f(lim a,) f(lim b,) =

k— e k— o k— e k— e koo
= f(r) f(s) = f(1) £(1) = (f(1)1?

Assim, 0 = [f(1)]%2 = 0 donde f(!) = 0.
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Portanto lim x, = ! e ! é zero da fungio. Das hipéteses iniciais temos que ! = E.

k—=

Concluimos, pois, que o método da bisseccdo gera uma seqiiéncia convergente
sempre que f for continua em [a, b] com f(a)f(b) < 0.

Ao leitor interessado nos resultados sobre convergéncia de seqiiéncias de reais
utilizados nesta demonstragdo recomendamos a referéncia [11].

ESTIMATIVA DO NUMERO DE ITERAGOES

Dada uma precisao € € um intervalo inicial [a, b], é possivel saber, a priori, quantas
iteragdes serao efetuadas pelo método da bissecgdo até que se obtenha b — a < €, usando o
Algoritmo 1.

Vimos que

by_1 - 3.1 byg-a
bk—ak- =
2

Deve-se obter o valor de k tal que b, — a,_ < ¢, ou seja,

B = B
0 a0<E=>2k}D
2]{

%0 = k log(2) > log(b,, - a,) — log(¢) =

log(b, ~ ag) - log(e)
log(2)

Portanto se k satisfaz a relacao acima, ao final da iteracdo k teremos o intervalo

[a, b] que contém araiz E, tal que ¥ x E[a,b] = |x-E| < b-a<e.

Por exemplo, se desejarmos enconirar E, o zero da funcio f(x) = x log(x) — 1 que
estd no intervalo [2, 3] com precisio ¢ = 1072, quantas iteragdes, no minimo, devemos
efetuar?

log(3 - 2) - log(107%) _ log(1) + 2log(10) 2

s log(2) log(2) = 03010

= 6.64=k=7
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OBSERVACOES FINAIS

— conforme demonstramos, satisfeitas as hipoteses de continuidade de f(x) em
[a, b] e de troca de sinal em a e b, o método da bissecgao gera uma seqiiéncia
convergente, ou seja, € sempre possivel obter um intervalo que contém a raiz
da equacgio em estudo, sendo que o comprimento deste intervalo final satisfaz
a precisao requerida;

— as iteracdes ndo envolvem céalculos laboriosos;

— a convergéncia € muito lenta, pois se o intervalo inicial € tal que by —a; >> ¢
e se € for muito pequeno, o nimero de iteragdes tende a ser muito grande,
como por exemplo:

bﬂ—ﬂﬁ-zi
= k = 248 = k = 25.
g 1077

O Algoritmo 1 pode incluir também o teste de parada com o médulo da fungio e
0 do nimero maximo de iteragdes.

Il. METODO DA POSICAO FALSA
Seja f(x) continua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.
Supor que o intervalo (a, b) contenha uma tnica raiz da equacdo f(x) = 0.

Podemos esperar conseguir a raiz aproximada X usando as informagoes sobre os
valores de f(x) disponiveis a cada iteragao.

No caso do método da bisseccao, x € simplesmente a média aritmética entre a e b:

a+b
2

X =
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No Exemplo 4, temos f(x) = x> = 9x + 3, [a, b] = [0, 1] e f(1) = -5 < 0 < 3 = £(0).
Como | f(0) | estd mais proximo de zero que |f(1)|, € provével que a raiz esteja mais
préxima de 0 que de 1 (pelo menos isto ocorre quando f(x) € linear em [a, b]).

Assim, em vez de tomar a média aritmética entre a e b, 0 método da posi¢ao
falsa toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |, respecti-
vamente:

__alfib)[ + b|fa)| _ afib) - bia)
[f(b)| + [f(a)| f(b) - f(a)

visto que f(a) e f(b) tém sinais opostos.

- - - 3 _.
Graficamente, este ponto x € a intersecgao entre o €ixo 0X € a reta r(x) que passa

por (a, f(a)) e (b, f(b)):

Yy 4 1{}()
r(x)
X
S (@

Figura 2.14

E as iteragdes sao feitas assim:
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i
7

(b)

Figura 2.14

Exemplo 5
O método da posigio falsa aplicado a xlog(x) — 1 em [a,, by] = [2, 3], fica:

f(ay) =-0.3979 <0

f(by) = 0.4314 > 0

af(b) - bf(a) 2 x 04314 - 3 x (-0.3979)  2.0565
. f(b) - f(a) 0.4314 — (-0.3979) 0.8293 ~ 24798

f(x,) = —0.0219 < 0. Como f(a,) e f(x,,) tém o mesmo sinal,

a; = X5 = 2.4798 f(al) <0
b, =3 f(b,) > 0

_ 2.4798 x 0.4314 - 3 x (-0.0219)
1 0.4314 - (-0.0219)

= 25049 e
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f(x,) = =0.0011. Analogamente,

a = X, = 2.5049

b, = b, =3

ALGORITMO 2
Seja f(x) continua em [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.
1) Dados iniciais
a) intervalo inicial [a, b]

b) precisoes g, € €,

2) Se (b —a) < g,, entdo escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.

se |f(a)| < e,

escolha a ou b como X. FIM.
ou se |f(b)| < &,

3) k=1
4) M = f(a)

af(b) — bf(a)
W B f(b) - f(a)

6) Se|f(x)| < e,, escolha X = x. FIM.

7) Se Mf(x) > 0, faga a = x. Vi para o passo 9.

8) b=x

9) Seb —a <eg,, entdo escolha para X qualquer x € (a, b). FIM.
10) k =k + 1. Volte ao passo 5.
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Exemplo 6

f(x) =x>-9x +3

1=10, 1]

21-52-5x10'4

Aplicando o método da posigéo falsa, temos:

Iteracdo X f(x) b-a
1 375 —.322265625 1
2 338624339 —-8.79019964 x 10~ | 375
3 .337635046 —2.25883909 x 10~ | 338624339

E portanto X = 0.337635046 e f(X) = —2.25 x 107,

CONVERGENCIA

Na referéncia [30] encontramos demonstrado o seguinte resultado:

“Se f(x) é continua no intervalo [a, b] com f(a)f(b) < 0 entdo o método da posigao

falsa gera uma seqiiéncia convergente”.

Embora ndo facamos aqui a demonstragio, observamos que a idéia usada € a

mesma aplicada na demonstracao da convergéncia do método da bissecgao, ou seja, usando
as seqiiéncias {a }, {x,} ¢ {b.}. Observamos, ainda, que quando f € derivavel duas vezes
em [a, b] e f"'(x) nao muda de sinal nesse intervalo, € bastante intuitivo verificar a conver-
géncia graficamente:
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f(x) A f(x} A

f (x) >0 = b é ponto fixo
f(b) > 0

f“(x)>0 = a é ponto fixo
f(a)>0

=¥

f(x) 4

f(x) < 0} = a é ponto fixo i) 4

f“(x) <0 = b é ponto fixo
fla) <0

f(b) <0

Figura 2.15

Em todos os casos da figura anterior os elementos da seqiiéncia {x, } se encontram na
parte do intervalo que fica entre a raiz e o extremo ndo-fixo do intervalo e lim x, = &
k— e
Analisando ainda estes gréficos, podemos concluir que em geral o método da posicdo
falsa obtém como raiz aproximada um ponto X, no qual | f(X) | < €, sem que o intervalo I = [a,

b] seja pequeno o suficiente. Portanto, se for exigido que os dois critérios de parada sejam
satisfeitos simultaneamente, o processo pode exceder um nimero maximo de iteragdes.



Cap. 2 Zeros reais de fungoes reais 53

ll. METODO DO PONTO FIXO (MPF)

A importincia deste método estd mais nos conceitos que sdo introduzidos em seu estudo
que em sua eficiéncia computacional.

Seja f(x) uma funcdo continua em [a, b], intervalo que contém uma raiz da equa-
cao f(x) = 0.

O MPF consiste em transformar esta equagdo em uma equacdo equivalente
X = @(x) e a partir de uma aproximacao inicial x, gerar a seqiiéncia {x,} de aproximacoes
para E pela relacao x,,; = @(x,), pois a fungdo @(x) € tal que f(§) = 0 se e somente
se @(E) = E. Transformamos assim o problema de encontrar um zero de f(x) no problema de
encontrar um ponto fixo de @(x).

Uma fungdo @(x) que satisfaz a condicdo acima é chamada de funcdo de iteragao
para a equagao f(x) = 0.

Exemplo 7

Para a equacio x* + x — 6 = () temos vérias fungdes de iteragdo, entre as quais:
a) @y(x)=6-x%
b) @,(x)=xV6 - x;

6
X

9 ®(x)=_-1

d) @4x) =

Xx + 1

A forma geral das fungdes de iteracao g(x) € @(x) = x + A(x)f(x), com a condigao
que em E, ponto fixo de ¢(x), se tenha A(E) = 0.

Mostremos que f(E) = 0 <= p(§) = E.
(=) seja E tal que f(E) = 0.

P(E) = E + AB)(E) = @€) =& (porque f(E) = 0).
(=) se PB) = E = E + AE)(E) = E = A®)(E) = 0= f(E) = 0 (porque A(E) = 0).
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Com isto vemos que, dada uma equagdo f(x) = 0, existem infinitas fungées de
iteragao (x) para a equacao f(x) = 0.

Graficamente, uma raiz da equagio x = @(x) € a abcissa do ponto de intersecgao
daretay = x e da curva y = @(x):

E X X4 Xo X

{%J} — & quando k — =
(@)

(%)
=X

]
]
I
i

| ] ! i
R | L i
- 'l

Xy  XE X Xo X

Y

(b) {X} = Equando k — =
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A y=%
B % % %
v
" X} A &
. y=X
@(x)
Xs XiEXo % T
X} # &

(d)

Figura 2.16
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Portanto, para certas (x), o processo pode gerar uma seqiiéncia que diverge de E.

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO MPF

Vimos que, dada uma equagio f(x) = 0, existe mais de uma fungédo @(x), tal que f(x) =0 <
X = @(x).

De acordo com os graficos da Figura 2.16, nao € para qualquer escolha de ¢(x)
que o processo recursivo definido por x, _, = @(x,) gera uma seqiiéncia que converge para E.

Exemplo 8

Embora nio seja preciso usar método numérico para se encontrar as duas raizes reais
§ =-3 e§, =2 da equagio x> + x — 6 = 0, vamos trabalhar com duas das funcdes de
iteracdo dadas no Exemplo 7 para demonstrar numérica e graficamente a convergéncia ou
nao do processo iterativo.

Consideremos primeiramente a raiz &, = 2 ¢ ¢,(x) = 6 — x°. Tomando x, = 1.5
temos @(x) = @,(x) e

X; = @(x5) =6 - 1.52=3.75
X, = @(x,) = 6 — (3.75)* = - 8.0625
X, = @(x,) = 6 — (-8.0625)% = -59.003906

X4

P(x;) = —(-59.003906) + 6 = —3475.4609

e podemos ver que {x, } ndo estd convergindo para g, = 2.
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GRAFICAMENTE

=X

"néz

L 4

Figura 2.17

\ @(x)

Seja agora E, = 2, ¢,(x) = V6 - x ¢ novamente x; = 1.5. Temos, assim,

@(x) = @y(x) ¢

X, = @(xy) = v6e - 1.5 =2.12132
X, = @(x,) = 1.96944
X3 = @(x,) = 2.00763
X, = q:-(xa) = 1.99809
Xs = @(x,) = 2.00048

e podemos ver que {x,} estd convergindo para §, =

2
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GRAFICAMENTE

4 y=X

Y

Xo szxi X

Figura 2.18

O teorema a seguir nos fornece condigdes suficientes para que o processo seja
convergente.

TEOREMA 2

Seja § uma raiz da equacao f(x) = 0, isolada num intervalo I centrado em E.

Seja @(x) uma funcdo de iteragao para a equagao f(x) = 0.
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Se
) ©(x)e @'(x) sdo continuas em I,
i) lex)Il =M< 1, ¥xele

i) xg€ I,

entfio a seqiiéncia {x, } gerada pelo processo iterativo X, = Q(x;) converge para E.

DEMONSTRACAO
A demonstracdo deste teorema € feita em duas partes:

1) prova-se que se X, € I, entdo xy € I, vk

2) prova-se que lim x; = &,
Kk— oo

1) & é uma raiz exata da equagdo f(x) = 0.
Assim, f(€) =0 < & = 0(E) ¢,

para qualquer k, temos: X, , = @(x})
= xk‘l‘-l = g — (P(xk) = q’(é) (l)'

Agora, @(x) é continua e diferencidvel em I, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, se
X, € 1, existe c, entre x; e & tal que

w’{ck)(xk—ﬁ} = @(x,) - P(E).
Portanto, temos
X — & = 9(xp) — 0(8) = @ (c )x) — &), ¥k

Assim, x,.,; — & = 0'(c, )(x; - &) (2)
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Entao, ¥ k,

IX]H] - §| = |¢"(Ck” ka -E| < |xk— E|
<1

ou seja, a disténcia entre x, _, € § € estritamente menor que a distincia entre x, € E €, como
I estd centrado em E, temos que se x, € I, entdo X1 €L

Por hipétese, x, € I, entdo x, € I, ¥ k.
2) Provar que lim x, =&

k—o
De (1), segue que:

| % —E|=|o(xp) 9@ | = |@'(cy) | |x,—& = M|x,-E]|
<M (c, estd entre x, € E)

|, -8 = |ox)-@®)| =|9'(c))| |x,-E|] =M |[x,-E|] < M?|x,-E]

=M (c, esté entre x, € §)

|%—El= |0 )-0®|=l0'(c_) | |%,-E] <M |x,-E| < .. < M¥|x,-§|

——— ————

=M (c, esta entre x, ¢ E)

Entdo, 0 < lim | x, —§| < lim M¥|x,-&|= Opois0O <M< 1.

k—m k— o

Assim, lim [x, —E|=0= lim x, = E.
k—=w k—

Exemplo 9

No Exemplo 8, verificamos que @,(x) gera uma seqiiéncia divergente de &, = 2 enquanto
@,(x) gera uma seqiiéncia convergente para esta raiz.
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A seguir, analisaremos as condigdes do Teorema 2 para estas fungoes:

a) @(x)=6-x> e @j(x) =-2x
@,(x) e @;(x) s@o continuas em R.
lpi®) [<le|2x|<1le —% <X < % Entéo, nio existe um intervalo I centrado

em E, = 2, tal que | @j(x)| < 1, ¥ x € L Portanto, @,(x) ndo satisfaz a condicao (if) do
Teorema 2 com relacdo a E, = 2. Esta € a justificativa tedrica da divergéncia da seqiiéncia
{x,} gerada por @,(x) para x; = L.5.

——— : -1
b) (PZ(X) =V6 - x ¢ mZ(x} - Zm
@,(x) € continua em S = {x ER | x <6} (3)
@5 (x) € continuaem S’ = {x ER [ x < 6} (4)

950 <1 & |57==] <1 & x <575

De (3) e (4) temos que € possivel obter um intervalo I centrado em &, = 2 tal que
as condigoes do Teorema 2 sejam satisfeitas.

Exemplo 10

Analisaremos aqui a fungéo @(x) = —2 — 1 e a convergéncia da seqiiéncia {x, } para §, =-3;

usando Xy =— 2.5:

P =2<0 ¥xER, x 0

X
, 6, 6
Imfx)l-lgl'g YxER, x=0

Il.'pr(x)l-t:l%_—gﬂlﬁxz}ﬁﬁxf.—\/gDUX}'\ﬁﬁ_
X
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Assim, como o objetivo € obter a raiz negativa, temos que
I, tal que | @'(x)| < 1, ¥ x €1, serd: I, = (—; V6).
(V6 =~ 2.4494897)

Podemos, pois, trabalhar no intervalo I = [-3.5, —2.5] que o processo convergira,
visto que I C I, estd centrado na raiz §, = -3.

Tomando Xg = —2.5, temos:

x, =-34

X, = —2.764706
X, = -3.170213
X, = -2.892617

Como a raiz E, = -3 € conhecida, € possivel escolher um intervalo I centrado em
E,, tal que em I as condigdes do teorema sao satisfeitas. Contudo, ao se aplicar o MPF na
resolucao de uma equagao f(x) = 0, escolhe-se I “aproximadamente” centrado em E. Quanto
mais preciso for o processo de isolamento de &, maior exatidao serd obtida na escolha de .

CRITERIOS DE PARADA
No algoritmo do método do ponto fixo, escolhe-se x, como raiz aproximada de § se
| %~ x| = @(x_;) - %, | <€ ouse|f(x)]<e.

Devemos observar que | x, — X, , | < € ndo implica necessariamente que
| x, —&| < e conforme mostra a Figura 2.19:
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X = Xq| < €
e
e —E| >> €

n

Contudo, se ¢'(x) < 0 em I (intervalo centrado em E), a seqiiéncia {x,} serd
oscilante em torno de £ e, neste caso, se | x, — X, ,| <& = |x —E|<e¢g, pois|x, —E|<

I Xk - Kk_l l.

Xy = Xpe| < €
@(x) .
Ix—El<e

Xic1EXx X2 X

v

Figura 2.20
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ALGORITMO 3
Considere a equacdo f(x) = 0 e a equagao equivalente x = @(x).
Supor que as hipdteses do Teorema 2 estio satisfeitas.
1) Dados iniciais:
a) X,: aproximacao inicial;

b) &, e g, precisoes.

2) Se |f(xy)| < €, faga X = x,. FIM.
3) k=1
4) x;= P(x)

5) Se |f(x))] < g
entao faga X = x;. FIM.
ou se |x; - X5 < €,

6) Xp=x

7) k=k+1
Volte ao passo 4.

Exemplo 11

3
f(x)=x3—9x+3; cp(x)=%+-;;; Xy = 0.5; sl=az=5x10“4; EE(0.1)

Iteracao 'I f(x)
1 3472222 —0.8313799 x 10!
2 3379847 —0.3253222 x 1072
3 3376233 ~0.1239777 x 1073

assim, X = 0.3376233 e f(X) = —0.12 x 1073,
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3

: 2 ; ~ X - ;
Deixamos como exercicio a verificacdo de que @(x) = b ¥3 satisfaz as hipéte-

ses do Teorema 2 considerando a raiz de f(x) = 0 que se encontra no intervalo (0,1).

ORDEM DE CONVERGENCIA DO METODO DO PONTO FIXO

Definicdo: “Seja {x, } uma seqiiéncia que converge para um niimero § e seja €, = x, —& 0 erro
na iteracao k.

Se existir um ndmero p > 1 e uma constante C > 0, tais que

li |ek+l|
1m
k— Ieklp

-5

entdo p é chamada de ordem de convergéncia da seqiiéncia {x, } e C é a constante assint6-
tica de erro.

e+

Se lim

k—w

= C, 0 = |C| < 1, entdo a convergéncia é pelo menos linear.”

Uma vez obtida a ordem de convergéncia p de um método iterativo, ela nos da
uma informagdo sobre a rapidez de convergéncia do processo, pois de (5) podemos escrever
a seguinte relagao:

lew,; | =Cle.|P parak — oo

Considerando que a seqiiéncia {x, } € convergente, temos que ¢, — 0 quando
k — o, portanto quanto maior for p, mais préximo de zero estard o valor C| e, |P (indepen-
dentemente do valor de C), o que implica uma convergéncia mais rapida da seqiiéncia {x}.

. . . [ e . 1
Assim, se dois processos iterativos geram seqiiéncias {x;} e {xﬁ}, ambas convergentes para
g, com ordem de convergéncia p, € p,, respectivamente, e se p; > p, = 1, o processo que
gera a seqiiéncia {xllc} converge mais rapidamente que o outro.

A seguir, provaremos que 0 MPF, em geral, tem convergéncia apenas linear. Da
demonstracao do Teorema 2 temos a relagao:
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Xpe1 ™ E= P(x,) — P(E) = "P'{ck} (xk — E) com C, entre x, € E

"":i'.i-l'E ;
S ¢'(c) -

Xy

Tomando o limite quando k — =

. el T - " . - ,
lim W e lim @'(c) = @' (lim (c)) = @'(§).
k= X — k- k-
. Bk+1 ] . ] . .
Portanto, lim . =9 (E) =Ce |C| < 1 pois g'(x) satisfaz as hipiteses do
k—x k

Teorema 2.

A relagao acima afirma que para grandes valores de k o erro em qualquer iteragao
¢ proporcional ao erro na iteragao anterior, sendo que o fator de proporcionalidade € @'(§).
Observamos que a convergéncia serd mais rdpida quanto menor for | ¢'(E)|.

IV. METODO DE NEWTON-RAPHSON

No estudo do método do ponto fixo, vimos que:

i) uma das condigdes de convergéncia é que |[¢'(x)| = M < 1, ¥ x €1, onde
I € um intervalo centrado na raiz;

ii) a convergéncia do método serd mais ripida quanto menor for | @'(E)|.

O que o método de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar a convergéncia
do MPF, € escolher para fungio de iteragio a fungio ¢(x) tal que @' (§) = 0.

Entao, dada a equagao f(x) = 0 e partindo da forma geral para @(x), queremos
obter a fungio A(x) tal que @'(E) = 0.

P(x) = x + A(x)f(x) =
= @'(x) =1+ A'(X)f(x) + A(X)f'(x)

= @'(8) =1+ A'BME) + ABK'E) = ¢'() = 1 + ABI'(®).
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Assim, ¢'(E) =0 <= 1 +A(E)f’(§)=[]=>A(‘E)=f—;:%, dondetomamcsA(x)=f%i)-.

f(x)

Entdo, dada f(x), a funcio de iteracio q(x) = x — f’ (i] serd tal que @'(§) = 0, pois

como podemos verificar:

CE®P - fx)f(x) _ f(x) (%)

FE—=s [0 P [F(0) 1
e, como f(§) = 0, @'(§) = 0 (desde que f'(E) = 0).

Assim, escolhido x,, a seqiiéncia {x,} seré determinada por x,; = X, — :,{;")) ,
k=0,1,2,.. . ‘
MOTIVACAO GEOMETRICA

O método de Newton € obtido geometricamente da seguinte forma:

dado o ponto (x, f(x,)) tracamos a reta L (x) tangente a curva neste ponto:
L (x) = f(x,) + f'(x,) (x — xp).

L,(x) € um modelo linear que aproxima a fungao f(x) numa vizinhanca de x,.
Encontrando o zero deste modelo, obtemos:

f(x,)

Lk(x]z(]@x=xk—@

Fazemos entao Xip1 = X
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GRAFICAMENTE

f(x) 1

Figura 2.21

Exempilo 12

Consideremos f(x) = x* + x —6,E,=2e x,= 1.5

f(x) ~ x4+ x-6
PR =X~y B T
Temos, pois,
Xg = 1.5

X, = @(x,) = 2.0625
X, = @(x,) = 2.00076
X3 = @(x,) = 2.00000.

Y
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Assim, trabalhando com cinco casas decimais, X = x, = E. Observamos que no
MPF com ¢(x) = V6 - x (Exemplo 8) obtivemos x5 = 2.00048 com cinco casas decimais.

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DE NEWTON

TEOREMA 3
Sejam f(x), f'(x) e f”(x) continuas num intervalo I que contém a raiz x = E de f(x) = 0.
Supor que f'(E) = 0.
Entdo, existe um intervalo I C I, contendo a raiz E, tal que se x; € I, a seqiiéncia
f(xy)

{xy} gerada pela férmula recursiva x, ., = x — mﬁ convergird para a raiz.

DEMONSTRACAO

Vimos que o método de Newton-Raphson é um MPF com funcao de iteragdo g(x) dada por

W) = x - o

Portanto, para provar a convergéncia do método, basta verificar que, sob as hipé-
teses acima, as hip6teses do Teorema 2 estdo satisfeitas para (x).

Ou seja, é preciso provar que existe I C I centrado em E, tal que:
i) @(x) e @'(x) sdo continuas em I;

i) |@'(x)|<=M<1L,¥x€EL

Temos que
_ o fx) ey o Hx) £7(x)
W =X-Fm ¢ V" pp

Por hipétese, f'(E) = 0 e, como f'(x) € continua em I, € possivel obter I, C I tal
que f'(x) =0, ¥ x E1,.

Assim, no intervalo I, C I, tem-se que f(x), f'(x) e f”(x) séo continuas e f'(x) = 0.
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Portanto, ¢(x) e ¢'(x) sdo continuas em I,.
f(x) £”(x)
(f'(x)1*

escolher I, c I, tal que | '(x) | < 1, ¥ x € I, e, ainda mais, I, pode ser escolhido de forma
que & seja seu centro.

Agora, @'(x) = Como @’(x) é continua em I, e @"(§) = 0, é possivel

Concluindo, conseguimos obter um intervalo I, c I, centrado em &, tal que @(x) e

@’ (x) sejam continuas em I, e | ¢"(x)| < 1, ¥ x € L. Assim, I = L,

Portanto, se X, € I, a seqiiéncia {x,} gerada pelo processo iterativo x,, =
f(xy)
f'(xy)

Xy — converge para a raiz &.

Em geral, afirma-se que o método de Newton converge desde que X, seja esco-
lhido “suficientemente préximo” da raiz &.

A razio desta afirmacgdo estd na demonstragdo acima, onde se verificou que, para
pontos suficientemente préximos de &, as hip6teses do teorema da convergéncia do MPF
estdo satisfeitas.

Exemplo 13

Comprovaremos neste exemplo que uma escolha cuidadosa da aproximagdo inicial é, em
geral, essencial para o bom desempenho do método de Newton.

Consideremos a fungio f(x) = x> —9x + 3 que possui trés zeros: F;l €l =(-4,-3)
;e L=(0,1)e&; e I,=(2 3) e seja x, = 1.5. A seqiiéncia gerada pelo método é

Iterac@o X f(x)

1 ~1.6666667 0.1337037 x 102
2 18.3888889 0.6055725 x 104
3 12.3660104 0.1782694 x 10¢
4 8.4023067 0.5205716 x 103
5 5.83533816 j 0.1491821 x 103
6 4.23387355 | 0.4079022 x 102
7 3.32291096 l 0.9784511 x 10
8 2.91733893 0.1573032 % 10
9 2.82219167 0.7837065 x 10!
10 2.81692988 0.2342695 x 103
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Podemos observar que de inicio hd uma divergéncia da regido onde estao as
raizes, mas, a partir de x,, os valores aproximam-se cada vez mais de E;. A causa da
divergéncia inicial € que x; estd préoximo de V3 que é um zero de f'(x) e esta aproxi-
magdo inicial gera x, = -1.66667 ~ —V3 que ¢ o outro zero de f'(x) pois

f'(x) =3x2-9=> f'(x) = 0 < x = V3,

ALGORITMO 4
Seja a equacdo f(x) = 0.
Supor que estdo satisfeitas as hipoteses do Teorema 3.
1) Dados iniciais:
a) Xy aproximacao inicial;

b) &, e &, precisdes
2) Se|f(xy)| <€, facaX = x; FIM.
3) k=1

f(xg)
- f(xp)

5) Se |[f(x))]| < g
faca X = x,. FIM.
ou se |x, - Xg| < &,
6) X, =X,

7 E=k+1
Volte ao passo 4.
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Exempilo 14
f(x) =x>-9x+3; x,=05 ¢, =¢,=1x10% EE(@O,1).

Os resultados obtidos ao aplicar o método de Newton séo:

Iteragao X f(x)
0 0.5 01375x10
1 333333333 0.3703703 x 107!
2 337606838 | 0.1834054 x 104

Assim, X = 0.337606838 ¢ f(X) = 1.8 x 107,

ORDEM DE CONVERGENCIA

Inicialmente supomos que o método de Newton gera uma seqiiéncia {x,} que converge
para E.

Ao observi-lo como um MPF, diriamos que ele tem ordem de convergéncia linear.
Contudo, o fato de sua funcao de iteragao ser tal que ¢'(§) = 0 nos levara a demonstrar que
a ordem de convergéncia é quadrética, ou seja, p = 2.

Vamos supor que estdo satisfeitas aqui todas as hipéteses do Teorema 3.

Temos que x X )
k+1 0T £'(x,)
ﬁxk) f(x, )
Kk+1_§'xk‘g'f_*(;§:ek_m-ek+l'

O desenvolvimento de Taylor de f(x) em torno de x, nos da

£(cy)
f(x) = f(xp) + £'(x) (x — x,) + 5 (x — xk)z, C, entre X € X,.




Cap. 2 Zeros reais de fungoes reais 73

. : f"(c) 2
Assim, 0 = f(§) = f(x) — f'(x) (} ~E) + —5 (%~ )

L

(c,)
= 15 = £0%) (5~ B~ — & (x4, ~ EP (+ ' (x,)

(e f(x,)

e 1 £16)
e 2 flx)

€ f"(c,)
Assim, lim —~*1 = L jim %
k—>ow € 2 kK-> f(xk)

£y B
fllim (x)] ~ 2 f® ~ 27

k—=m

1
2
Portanto, 0 método de Newton tem convergéncia quadratica.

Exemplo 15

Seja obter a raiz quadrada de um nimero positivo A, usando o método de Newton. Temos
de resolver a equagdo f(x) = x> — A = 0. Tomando A = 7 ¢ X, = 2, a seqiiéncia gerada ¢:

Xg = 2

X, =2.75

X, = 2.647727273
X, = 2.645752048
X, = 2.645751311
Xs = 2.645751311 .

Portanto, trabalhando com nove casas decimais, X = 2.645751311.

Os digitos sublinhados sdo os digitos decimais corretos de cada valor x, obtido.
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Podemos observar que estes digitos corretos comecam a surgir apos x, e, a partir
dele, a quantidade de digitos corretos praticamente duplica. A duplicacao de digitos corretos
ocorre & medida que os valores x, se aproximam da raiz exata, e isto se deve ao fato do
método de Newton ter convergéncia quadratica; como esta € uma propriedade assintotica,
nao se deve esperar a duplicagao de digitos corretos nas iteracoes iniciais.

V. METODO DA SECANTE

Uma grande desvantagem do método de Newton € a necessidade de se obter f'(x) e calcular
seu valor numeérico a cada iteracao.

Uma forma de se contornar este problema € substituir a derivada f'(x,) pelo
quociente das diferencas:

f(xk) = ﬂ.xk_l}

Ky — Xpq

£'(x,) =

onde x, e x, ; sdo duas aproximagdes para a raiz.

Neste caso, a fungao de iteragao fica

f(xk)
CP{Xk} =X, - f(xk) N f{Kk_l} =
B = B 1
f(xk)

M7 M) - Mgy kT K-

X -1 fx) — %, fx, _ )
f(xk) - f{xk_ 1)

Ou ainda, p(x,) =

Observamos que sdo necessarias duas aproximacoes para se iniciar o método.

INTERPRETACAO GEOM ETRICA

A partir de duas aproximagées x, ; € X;, 0 ponto x, , € obtido como sendo a abcissa do
; P -
ponto de intersecgdo do eixo ox e da reta secante que passa por (x,_,, f(x,_,)) e (x, f(x))):
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) |

Figura 2.22

Exemplo 16

Consideremos f(x) = x> + x — 6; &, = 2; X, = 1.5 e x, = 1.7. Entéo,

Xof(x;) - x,f(xg)  1.5(-1.41) - 1.7(-2.25)
fix,) - f(x) ~1.41 + 2.25

X, = = 2.03571

xf(x)) - xf(x;)  17(0.17983) - (2.03571)(-1.41)

BTy - fx) 0.17983 + 1.41 = 199774

xf(x3) - X,f(x)  (2.03571)(-0.01131) - (1.99774)(0.17983) _
T (xy) - f(x,) -0.01131 - 0.17983

= 1.99999



76 Célculo Numérico Cap. 2

ALGORITMO 5
Seja a equacgdo f(x) = 0.
1) Dados iniciais:
a) X, € X;: aproximacOes iniciais;

b) g, e g, precisdes.
2) Se|f(xy)| < g, faga X = x;. FIM.

3) Se [f(x))] < g
faga X = x;. FIM.
ou se |x; - x5 < &,

4) k=1
f(xy)

5) xz=x1—m (X — Xp)

6) Se |f(xy)] < g
entdo faca X = x,. FIM.,
ou se X, - X;| < &

7) x5=%,
X; =X,
8) k=k+1

Volte ao passo 5.

Exemplo 17

f(x) =x>-9x+3, x=0, x;,=1 € =¢,=5x 10"
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Os resultados obtidos ao aplicarmos o método da secante sdo:

Iteragao l X f(x)
1 ! 375 —-.322265625
2 i 331941545 0491011376
3 ‘ 337634621 —0.2222052 x 1073

Assim, X = 0.337634621 e f(X) = -2.2 x 1074

COMENTARIOS FINAIS

Visto que o método da secante € uma aproximacao para o método de Newton, as condicoes
para a convergéncia do método sao praticamente as mesmas; acrescente-se ainda que o

método pode divergir se f(x,) =~ f(x,_,).

A ordem de convergéncia do método da secante nao é quadritica como a do
método de Newton, mas também ndo é apenas linear. Na referéncia [5] Capitulo 3, § 5, esté
provado que para o método da secante p = 1.618...

2.4 COMPARACAO ENTRE OS METODOS

Finalizando este capitulo realizaremos alguns testes com o objetivo de comparar os varios
métodos.

Esta comparacdo deve levar em conta varios critérios entre os quais: garantias de
convergéncia, rapidez de convergéncia, esfor¢o computacional.

Observamos que o Gnico dado que os exemplos fornecem para se medir a rapidez
de convergéncia € o nimero de iteracOes efetuadas, o que nao nos permite tirar conclusoes
sobre o tempo de execugdo do programa, pois o tempo gasto na execucao de uma iteracao
varia de método para método.
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Conforme constatamos no estudo tedrico, os métodos da bisseccdo e da posigao
falsa tém convergéncia garantida desde que a funcao seja continua num intervalo [a, b] tal
que f(a)f(b) < 0. J4 o MPF e os métodos de Newton e secante {€m condigdes mais restritivas
de convergéncia. Porém, uma vez que as condicoes de convergéncia sejam satisfeitas, os
dois tltimos sdo mais rdpidos que os trés primeiros.

O esfor¢co computacional € medido através do numero de operagoes efetuadas a
cada iteragdo, da complexidade destas operacoes, do nimero de decisoes logicas, do nime-
ro de avaliacdes de funcdo a cada iteragido e do nimero total de iteraghes.

Tendo isto em mente, percebe-se que € dificil tirar conclusdes gerais sobre a
eficiéncia computacional de um método, pois, por exemplo, o método da bisseccdo € o que
efetua cdlculos mais simples por iteragdo enquanto que o de Newton requer calculos mais
elaborados, porque requer o cédlculo da funcido e de sua derivada a cada iteragio. No
entanto, o nimero de iteracdes efetuadas pela bisseccdo pode ser muito maior que 0 nimero
de iteragdes efetuadas por Newton.

Considerando que o método ideal seria aquele em que a convergéncia estivesse
assegurada, a ordem de convergéncia fosse alta e os célculos por iteracdo fossem simples, o
método de Newton € o mais indicado sempre que for facil verificar as condigbes de conver-
géncia e que o cilculo de f'(x) ndo seja muito elaborado. Nos casos em que € trabalhoso
obter e/ou avaliar f'(x), é aconselhdvel usar o método da secante, uma vez que este € 0
método que converge mais rapidamente entre as outras opgoes.

Outro detalhe importante na escolha € o critério de parada, pois, por exemplo, se
o objetivo for reduzir o intervalo que contém a raiz, nio se deve usar métodos como o da
posicao falsa que, apesar de trabalhar com intervalo, pode nao atingir a precisao requerida,
nem secante, MPF ou Newton que trabalham exclusivamente com aproximacées x, para a
raiz exata.

Apdés estas consideracoes, podemos concluir que a escolha do método estd direta-
mente relacionada com a equagao que se quer resolver, no que diz respeito ao comporta-
mento da funcdo na regido da raiz exata, as dificuldades com o calculo de f'(x), ao critério
de parada efc.
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Exemplo 18
2
f(x) = e™ - cos(x); EE(,2); g =¢g,= 1074
i MPF
Bissecgio POt 2 Newton Secante
Falsa @(x) = cos(x)—e™® +x
Dados
1 2’ 1 2 = 1.5 = 1. = I; =
Y [1,2] (1 2] X, X9 =15 Xy =2
X 1.44741821 1.44735707 1.44752471 1.44741635 1.44741345
(%) 21921 x 107> | —3.6387 x 107> 7.0258 x 107> 1.3205 x 1070 | —5.2395 x 1077
Erroemx | 6.1035 x 107 552885221 19319 x 1074 17072 x 10> | 1.8553 x 107*
Bidmeso de 14 6 6 2 5
Iteragbes
Exempio 19
=23 ; ; =y
fx)=x’-x-1; EE(,2); ¢=¢,=10°
Bissecgiio Posicio Fal MEY Newt Secant
1] 53 On e
« o(x) = (x+ D3
Dados Iniciais [1, 2] [1,2] xg=1 g =0 xg=0; x, =05
3 0.1324718 x 10* | 0.1324718 x 10" | 0.1324717 x 10' | 0.1324718 x 10* | 0.1324718 x 10!
£(X) —0.1847744 x 107 | -0.7897615 x 1078 | -0.52154406 x 1075 | 0.1821000 x 1075 | -0.8940697 x 1077
Emoemx | 0.9536743 x 10°% 0.6752825 0.3599538 x 1070 | 0.6299186 x 107° | 0.8998843 x 1077
Niamero de
20 17 9 21 27
Iteragbes

No método de Newton, o valor inicial x, = 0, além de estar muito distante da raiz
E(=1.3), gera para x, o valor x; = 0.5 que estd pr6ximo de um zero da derivada de f(x);
f'(x)=3x2-1=f'(x) =0 « x = £+V3 /3 =~ 0.5773502. Isto € uma justificativa para o
método ter efetuado 21 iteragoes.

Argumentos semelhantes podem ser usados para justificar as 27 iteragoes do
método da secante.
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Exemplo 20
f(x) = 4sen(x) — e,  EE (0, 1); ¢, =¢, = 107
Bisseccio Posicio Falsa Newton Secant
@(x) = x — 2 sen(x) + 0.5¢* ¢
Dados Iniciais [0, 1] I [0, 1] Xy =05 xo =05 =0 x=1
X 0.370555878 | 0.370558828 370556114 370558084 370558098
(%) ~13755 x 1075 | 1.6695 x 107° -4.5191 x 107° -2.7632 x 1078 | 5.8100 x 107
Erro em x 7.6294 x 1070 | 370562817 1.1528 x 1074 +1.3863 x 107 | 57404 x 1070
Nimero de
i 17 8 5 3 7
Exemplo 21

f(x) = xlog(x) -1, EE(2,3); € =¢g,=10"7

. ; MPF
Bissecgao Posigdo Falsa N Newton Secante
Dados Iniciais [2, 3] [2 3] Xy =25 Xq =25 Xp=2.3; %y =27
X 2.506184413 |  2.50618403 2.50618417 2.50618415 2.50618418

(%) 1.2573 x 1078 | —9.9419 x 108 2.0489 x 1078 46566 x 10710 | 29337 x 1078

Brroemx | 5.9605x 10°° | 49381442 3.8426 x 107 3.9879 x 1075 | 8.0561 x 1073
|
R e 24 5 5 | 2 3
IteracGes IL ]
Exemplo 22

Métodos mais simples como o da bissec¢io podem ser usados para fornecer uma aproxi-
magéo inicial para métodos mais elaborados como o de Newton que exigem um bom “chute
inicial”,

Consideremos f(x) = x3 — 3.5x2 + 4x — 1.5 = (x =1)? (x - 1.5).

Como vemos, &, = 1 € raiz dupla de f(x) = 0.
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Nos testes a seguir, & = 10-2 para o método da bissecgdo e € = 1077 para o método

de Newton.

Nos testes 1, 2 e 3, executamos apenas 0 método de Newton. No teste 4, usamos
o método conjugado bissecgio-Newton no qual o valor que o método da bissec¢io encontra
para X é tomado como x, para o método de Newton.

Teste 1 Teste 2 Teste 3 |
X 0.5 1.33333 1.33334
X 999778284 999708915 1.50000001
(%) -2.4214 x 1078 —4.1910 x 10°8 1.3970 x 10°8
erro em x 2.2491 x 1074 2.9079 x 1074 3.5082 x 1073
n? de iteragoes 12 35 27

Observamos que nos testes 1 e 2 a raiz encontrada foi a raiz dupla §; = 1. Era de
se esperar que o nimero de iteragdes fosse grande, pois E,=1¢ézerodef ‘(x). No entanto,
o método conseguiu encontrar a raiz (pois, para as seqiiéncias {x,} geradas, o valor de f(x,)
tendeu a zero mais rapidamente que o valor de f'(x)).

Temos que f'(x) = 3x* - 7x + 4 = f'(x) = 0 <> x; = 1 e x, = 4/3 = 1.33333...
Observe que nos testes 2 e 3 tomamos propositadamente x, bem préximo de 4/3; no teste

2, X, < 4/3 e o método encontrou E; = 1 e, no teste 3, x, > 4/3 e a raiz encontrada
foi &, = 1.5. Uma andlise do grifico de f(x) (Figura 2.23) nos ajuda a entender este fato.

No teste 4, aplicamos o método da bissecgdo até reduzir o intervalo [0.5, 2] a um
intervalo de amplitude 0.01 e tomamos como aproximacao inicial para o método de Newton
o ponto médio desse intervalo: x, = 1.50194313. A partir desse ponto inicial foram execu-
tadas duas iteracdes do método de Newton e obtivemos os seguintes resultados:

% =15 e f(%) =23 x 10719,

Devemos observar que no intervalo inicial para o método da bissecg@o existem
duas raizes distintas €, = 1 e §, = 1.5 e a raiz obtida foi X = 1.5; isto ocorreu porque o
método da bisseccio ignora raizes com multiplicidade par, que € o caso de §; = 1.
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f(x) :

A

Figura 2.23

2.5 ESTUDO ESPECIAL DE EQUAGOES POLINOMIAIS

2.5.1 INTRODUCAO

Embora possamos usar qualquer um dos métodos vistos anteriormente para encontrar um
zero de um polindémio, o fato de os polindmios aparecerem com tanta freqiiéncia em aplica-
¢oes faz com que lhes dediquemos especial atengao.

Normalmente, um polinémio de grau n € escrito na forma

p(x) =a, +a,x + az:vc2 +..+ax".a =0 (6)
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Se n = 2, sabemos da dlgebra elementar como achar os zeros de p,(x). Existem
formulas fechadas, semelhantes & férmula para polindmios de grau 2, mas bem mais
complicadas, para zeros de polinémios de grau 3 e 4. Agora, para n = 5, em geral, nao
existem férmulas explicitas e somos forgados a usar métodos iterativos para encontrar zeros
de polindmios.

Varios teoremas da dlgebra sao iteis na localizacao e classificacdo dos tipos de
zeros de um polinémio.

Faremos nosso estudo dividido em duas partes:
1) localizagdo de raizes,

2) determinagdo das raizes reais.

2.5.2 LOCALIZACAO DE RAIZES

Alguns teoremas sdo lteis ao nosso estudo:

TEOREMA 4 (Teorema Fundamental da Algebra) (4)

“Se p,(x) € um polinémio de grau n = 1, ou seja, p,(x) = a; + a;X + azx2 kb BHR,

ay, 4, ..., 3, Treais ou complexos, com a = 0, entao p, (x) tem pelo menos um zero, ou seja,
existe um nimero complexo E tal que p, (§) = 0.”

Para determinarmos o nimero de zeros reais de um polindmio com coeficientes
reais, podemos fazer uso da regra de sinal de Descartes:

“Dado um polinémio com coeficientes reais, o nimero de zeros reais positivos, p,
desse polindmio nao excede o nimero v de variagdes de sinal dos coeficientes. Ainda mais,
v — p € inteiro, par, ndo negativo”.

Exempilo 23

a) py(x)=2x"-3x*-4x’ +x + 1
- = £ #
L W 4

1 1
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sevV-p=0p=2
=2v=2=p ou
sev-p=2p=20

b) ps(x)=4x’ — x>+ 4x? —-x -1
AN
N N
1 1 1

sev-p=0,p=3
=v=3ep: ou
sev-p=2,p=1

c) p4x)= x’+1

U

0

=v=0ep:(v-p=0)=p=0.

Para determinar o nimero de raizes reais negativas, neg, tomamos p (~x) e usa-
moS a regra para raizes positivas:

Exempilo 24

a) pix)=2x"-3x*-4xd+x+1
ps(—x)= -2x5 - 3x* + 43 —x + 1

— — + -_—
PR A
1 1 1
se v-neg =20 neg =3

= v =3 e neg: ou
se v — neg = 2, neg = 1
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b) ps(x) =4x° -x* +4x* —x -1
ps(—x) = —4x° + x> + 4x? + x - 1

-+ o+ o+ -
L N

1 1

se v-neg =0, neg = 2
= v = 2 e neg: ou
se v—neg =2 neg =20

c) No caso do exemplo p(x) = x’ + 1, vimos que ndo existe zero positivo.
Temos ainda p,(0) = 1 = 0. Como

pA—x)=—=x" + 1

U

1

= v =1l eneg: {v-neg=0=>neg = 1}, ou seja, p (x) = 0, ndo tem raiz real
positiva, o zero ndo € raiz e tem apenas uma raiz real negativa donde tem trés
raizes complexas conjugadas.

TEOREMA 5

Dado o polinémio p (x) de grau n, se o desenvolvermos por Taylor em torno do ponto
X = a, temos

n (@ Ma)
p,(x) = p (@) + p, (a)(x — @) + 51 (x-—a)*+ ..+ 5 (x - o)

Se chamarmos x — a =y, ao acharmos o numero de raizes reais de p (y) = 0 que
sd0 maiores que zero estaremos encontrando o nimero de raizes de p (x) = 0 que sdo
maiores que a.

Podemos usar este resultado juntamente com a regra de sinal de Descartes para
analisar as raizes de um determinado polindémio.
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Se estamos interessados em estimar o nimero de zeros que um polindémio possui

num intervalo [a, ] podemos também usar as seqiiéncias de Sturm, que sao construidas da
seguinte maneira:

Dado o polindémio p_(x) e um nimero real a, vamos definir v(a) como sendo o
nimero de variagdes de sinal em {g(a)} onde construimos a seqiiéncia gi(a), g,(a), ...
g,(a), ignorando os zeros, assim:

go(x) = p,(x)
g(x) = p, (x)
e, para k = 2, g,(x) € o resto da divisdo de g, , por g, ,, com sinal trocado.

Exempilo 25

p3(x)=x3+x2—-x+1
gg(x}-p3(1)-x3+x2—x+1

g,(x) = p5(x) = 3x% + 2x - 1

g,(x)=?
x4+ x2 - x+1 3x2 + 2x -1
2 1 1 1
oy el L) 4 A 1
-3 egx 3x* 3
%x2—§x+1
12 2 .1
3 9 9
-~§J|:+E | = (x)-gx—l—o
9 9 &2 9 9 -
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ga(x) =7
8 10
2 e
Ixc+2x -1 9x 9
27, 207
8 32
99
16 = 8K == 3¢

Assim, se O = 2, por exemplo, temos

go(0) = 11> 0
g,(0)=15>0

2
g(a) = 3 >0

TEOREMA 6 (de Sturm) (17,30)

Se p(@) #0 e p(B) # 0, entdo o nimero de raizes distintas p_(x) = 0 no intervalo @ < x < f ¢
exatamente V(o) — V(B).

Tomando P = 3, por exemplo, no polinébmio do exemplo anterior:

EO(B) =34>0
g,B)=32>0
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14
gz(ﬁ} = 9 >0

99
gg(ﬂ) = Tg <0

= ¥(B) = ¥(3) = 1.

3 2

Entido x
V(3)=1-1=0.

+ x“ — x + 1 ='0 ndo possui raizes reais no intervalo [2, 3] pois ¥(2) -

Os teoremas a seguir fornecem regides do plano que contém zeros de polinémios.

TEOREMA 7 (30)

Se p,(x) é um polindbmio com coeficientes a,, k =0,1,..., n como em (6), entdo p_(x) tem pelo
menos um zero no interior do circulo centrado na origem e de raio igual a min {p,, p,} onde

la, | A 12!
PL= g Pn= Va1
Exemplo 26
Se ps(x) = x> —3.7x* + 7.4x% - 10.8x% + 10.8x - 6.8;n =5, a5=1,a, = 10.8, ay= 6.8
Assim,
6.8 A\ /68
pl—S[m)=3.l4... Ps = T=146

Entdo ps(x) tem pelo menos um zero (real ou complexo) no circulo de raio 1.46... ou
seja, [ x| = 1.46... .
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TEOREMA 8

Se p,(x) € o polinébmio (6) e se

Iakl
r=1+ max —;
Uﬁkin—llanl

entdo cada zero de p (x) se encontra na regido circular definida por |x| < r.
Exemplo 27

Sejapy(x)=x’ —-x?+x-1.

Ention=3,a,=-1,a,=+1,a,=-1,a; =1

l2%| 1 U |2,

1
lag| 1 lag] 1 lag| 1
max Lakl = max {1,1,1} = 1.
{]sekﬁzziaal

Assim, r = 1 + 1 = 2. Entao, todos os zeros de p,(x) se encontram num disco
centrado na origem e com raio 2.

* (0.0)

v

s
(1,0)

* 0-)

Figura 2.24
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De fato, os zeros de p,(x) séo:

x; =1
Xz=l
7{3':—1.

2.5.3 DETERMINAGAO DAS RAIZES REAIS

Para se obter raizes reais de equagdes polinomiais, pode-se aplicar qualquer um dos méto-
dos numéricos estudados anteriormente.

Contudo, estas equagdes surgem tao freqlientemente que merecem um estudo
especial, conforme comentamos no inicio desta segao.

Conforme vimos, um polindmio de grau n com coeficientes reais serd repre-
sentado na forma (6) onde 3, ER, i =0, 1, 2,..., n, ou seja:

p(x)=ax"+a x™1+ .. +ax’+ax+a,(a =0)

Estudaremos um processo para se calcular o valor numérico de um polinémio, isto
porque em qualquer dos métodos este cilculo deve ser feito uma ou mais vezes por iteracao.

Por exemplo, no método de Newton, a cada iteracido deve-se fazer uma avaliacao
do polindmio ¢ uma de sua derivada.

METODO PARA SE CALCULAR O VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO

Para simplificar, estudaremos o processo analisando um polinémio de grau 4:
py(x) = ax* + ;x> + a,x? + ax + a,, (7)
Este polindmio pode ser escrito na forma:
pd(x) = (((a4x - 33)3 +a,)x + al)x + a,, (8)

conhecida como forma dos parénteses encaixados.

Deve-se observar que, se o valor numérico de p,(x) for calculado pelo processo
(8), o nimero de operacdes serd bem menor que pelo processo (7).
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Para um polindmio genérico de grau n, vemos que, pelo processo (8), teremos de
efetuar n multiplicagdes e n adigoes.

No entanto, pelo processo (7), o nimero de adi¢oes € também n mas o nimero
(1 + n)n
2
X * X * X... * X, ] vezes, pois a potenciagdo calculada desta forma introduz erros menores de

arredondamento.

de multiplicagdes ¢ n+(n—-1)+..+2+ 1= desde que x seja calculado por

Agora,
2 2
nzn-g+%>n@n32,ouseja,

o processo (8) efetua realmente um nimero menor de operagdes que o processo (7).

Temos entdo, no caso de n = 4, que

Pu(X) = (((aX + a)x + a)x + a)x + 1,

Para se calcular o valor numérico de p,(x) em x = c, basta fazer sucessivamente:

b4=54

b3=a3+b4c
b, = a, + byc
b, =a, +byc
b, = a, + b,c

= p(c) = b,
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Portanto, para p (x) de grau n qualquer, calculamos p_(c) calculando as constantes
bj,j =n,n - 1,..., 1, 0 sucessivamente, sendo:

b =a

n n

bj=aj+b}+lc j=n-1,n-2..,2 10

e b, serd o valor de p, (x) para x = c.

Como calcular o valor de p;(x) em X = ¢ usando os coeficientes bj obtidos

anteriormente? Tomando como exemplo o polinémio de grau 4, temos

P =ax+ax)+ax’+ax+a;=
Frak e L3 2
= pix) =4a,;x’ + 3ax* + 2ax +a,.

Para x = c, temos que

b4=&4 =% a4=b4

b;=a;+b,c = a,=b,-b,c
b,=a,+byc = a,=b, - by
by=a,+bye = a,=b, —byc
by=a,+bc = a;=b,—b,c

Dado que ja conhecemos by, b, b,, b;, b:

4a,c” + 3a,c? + 2ac + a,
= 4b,c? + 3(b; — bye)c? + 2(b, — bsc)e + (b, — bye)
= 4b,c? - 3b,c? + 3byc? — 2b,c? + 2b,c + b, — bc.

p4(c)

Assim pj(c) = bye® + bye? + bye + b,
Aplicando o mesmo esquema anterior, teremos

C, = b4

C; =by+c
c, = b, +cqc
c, =b, +cyc
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Calculamos, pois, os coeficientes Cps j=n,n—1,.., 1 da seguinte forma:

c11=blll

cj=bj+c3+1c j=n-1,.,1.

Teremos entdo p'(c) = c;.

METODO DE NEWTON PARA ZEROS DE POLINOMIOS

Seja p (x) = a x" + an_lx“'l + ...+ azxz +a,X +a, e X,uma aproximagao inicial para a raiz
procurada.

Conforme vimos, o método de Newton consiste em desenvolver aproximagoes

sucessivas para § a partir da iteragao:

P(xk}
Xep1 = % ~ p'(xk)

Usando as observagdes anteriores sobre o célculo de p(x,) € p'(x,), construimos
0 seguinte:

ALGORITMO 6

Dados a,, a,, ..., a,, coeficientes de.: p,(x), x a aproximagao inicial, € €& precisoes deseja-
das e fixado itmax, o nimero miximo de iteragdes que serdo permitidas,

1) deltax =x

2) [ Parak = 1,..., itmax, faga:
b =a,
c=>b
Parai=(n - 1),..., 1, faga:
b =a + bx
c=Db + cx
= a5 + bx
Se |b| < e, vd para o passo 4
deltax = b/c
X = X — deltax
Se | deltax| < e, vd para o passo 4
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3) Imprimir mensagem de que ndo houve convergéncia com “itmax” iteragOes.

4) FIM.

Exempilo 28

Dada a equagao polinomial x° — 3.7x* + 7.4x> — 10.8x? + 10.8x — 6.8 = 0, temos que
p(1) = 2.1
p<(2) = 3.6.

Entdo, existe uma raiz no intervalo (1,2).

Partindo de x, = 1.5 ¢ considerando &, = &, = 1075, o método de Newton para
polinémios fornece:

X=x;,=17 f(®X)=191x10° e |x,—x,| =262 x 1077,

Exempilo 29

Consideremos agora p,(x) = x}-3x+3=0¢ g, =€, =10" 6. A Figura 2.25 mostra o grifico
cartesiano de p;(x).

Vemos assim que x> — 3x + 3 = 0 tem uma tnica raiz no intervalo (-3, —1.5).

Executamos o método de Newton para polindmios, para este polindmio, duas

vezes:
i) com x;=-08, & =&, = 1075, itmax = 30
ii) com x,=-2, €, =¢&, =107, itmax = 10
Veja o efeito de pegarmos x;; préximo a um zero da derivada e depois x;, proximo
a raiz:

No caso (i) foi encontrada X = —2.103801 com |[f(X)| = 2.4 x 1077 em 17
iteragoes.

No caso (ii) foi obtido exatamente 0 mesmo resultado em 3 iteragoes.
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Figura 2.25

EXERCICIOS

&

Localize graficamente as raizes das equagOes a seguir:
a) 4cos(x)-e*=0

b) - tgx) =0

c) 1-xIn(x)=0

d) 2-3x=0

e) x>+x-1000=0
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O método da bissecgdo pode ser aplicado sempre que f(a)f(b) < 0, mesmo que f(x)
tenha mais que um zero em (a, b). Nos casos em que isto ocorre, verifique, com o
auxilio de grificos, se é possivel determinar qual zero serd obtido por este método.

Se no método da bissec¢ao tomarmos sistematicamente x = (a + b, )/2, teremos que

|X-§| = (b, - a)/2.
Considerando este fato:
a) estime o nimero de iteragdes que o método efetuara;

b) escreva um novo algoritmo.

Seja f(x) = x + In(x) que possui um zero no intervalo I = [0.2, 2].

Se o objetivo for obter uma aproximagao x, para esta raiz de tal forma que
%, — &l < 1073, é aconselhivel usar o método da posicio falsa tomando I como
intervalo inicial? Justifique grifica e analiticamente sem efetuar iterages numéricas.

Cite outros métodos nos quais este objetivo possa ser atingido.

Ao se aplicar o método do ponto fixo (MPF) a resolucdo de uma equacio, obtivemos
os seguintes resultados nas iteragoes indicadas:

Xy = 1.5 Xy = 2.14128
Xy = 2.24702 X5 = 2.14151
Xqp = 2.14120 Xy = 2.14133
Xy3 = 2.14159 Xyq = 2.14147

Escreva o que puder a respeito da raiz procurada.

a) Calcule b/a em uma calculadora que s0 soma, subtrai e multiplica.

b) Calcule 3/13 nessa calculadora.

A equagio x2 - b = 0 tem como raiz E = vb. Considere 0 MPF com ¢(x) = b/x:
a) comprove que @'(E) = - 1;

b) o que acontece com a seqiiéncia {x, } tal que x; _; = @(x,)?
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10.

11.

12.

13.

¢) sua conclusdo do item (b) pode ser generalizada para qualquer equagao f(x) = 0
que tenha | @'(E)| = 1?

Verifique analiticamente que no MPF, se ¢@'(x) < 0 em I, intervalo centrado em &,

entdo, dado x,, € |, a seqiiéncia {x,}, onde x, , = @(x;), € oscilante em torno de E.

Se a fungdo de iteragdo do MPF for tal que as condigdes do Teorema 2 estao satisfeitas:
M

a) mostre qucl'&;-—xkl = mlxk_xk—ll s

b) para que valores de M teremos entido que
|E—x, | <ese|x,—x ;]|<¢e?

Considere a fungio f(x) = x* — x — 1 (do Exemplo 19). Resolva-a pelo MPF com fungio
de iterac@o g(x) = % 4 —15 e x, = 1. Justifique seus resultados.
X

Use o método de Newton-Raphson para obter a menor raiz positiva das equagoes a
seguir com precisdo € = 1074

a) x/2-tg(x)=0
b) 2 cos(x) = e¥/2
c) x-6=0,

Aplique o método de Newton-Raphson a equacao:
x3 - 2x% - 3x + 10 = 0 com x, = 1.9.

Justifique o que acontece.

Deduza o método de Newton a partir de sua interpretacao geométrica.
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14.

15.

16.

17,

18.

Método de Newton Modificado:

Existe uma modificagao no método de Newton na qual a fungao de iteragao @(x) é dada
f(x)

F(xg onde x, € a aproximagao inicial e € tal que f'(x;) = 0.

por @(x) = x -

a) Com o auxilio de um grafico, escreva a interpretacdo geométrica deste método.

b) Cite algumas situagoes em que € conveniente usar este método em vez do método
de Newton.

Seja f(x) = e* — 4x2 ¢ E sua raiz no intervalo (0, 1). Tomando Xy = 0.5, encontre § com
¢ = 104, usando:
a) o MPF com g(x) = % e,
b) o método de Newton.
Compare a rapidez de convergéncia.
O valor de n pode ser obtido através da resolugdo das seguintes equagdes:
a) sen(x)=0

b) cos(x)+1=0

Aplique 0 método de Newton com x, = 3 e precisio 1077 em cada caso e compare 0s
resultados obtidos. Justifique.

Seja f(x) = sen(x) — kx.

a) Encontre os valores positivos de k para que f tenha apenas uma raiz estritamente

positiva.
b) Encontre os valores positivos de k para que f tenha trés raizes estritamente
positivas.
. x? . .
Seja f(x) = By + x(In(x) — 1). Obtenha seus pontos criticos com o auxilio de um método

numeérico.
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19.

20.

21.

O polinémio p(x) = x> — 1?0 x> + % x tem seus cinco zeros reais, todos no intervalo
(-1, 1).
a) Verifique que x, € (-1, -0.75), x, € (-0.75, -0.25), x, € (0.3, 0.8) e x5 € (0.8, 1).
b) Encontre, pelo respectivo método, usando & = 107

X,: Newton (xy = —0.8)

X,: bissecgio ([a, b] = [-0.75, - 0.25])

X4: posicdo falsa ([a, b] = [-0.25, 0.25])

x,: MPF (I = [0.2, 0.6], x, = 0.4)

Xs: secante (x, = 0.8; x; = 1).

Seja a equacao f(x) = x — x In(x) = 0.

Construa tabelas como as dos exemplos do final do capitulo para a raiz positiva desta
equagio. Use € = 1075,

Compare os diversos métodos considerando a garantia e rapidez de convergéncia e

eficiéncia computacional em cada caso.

Seja f(x) = xe X — e

a) verifique grifica e analiticamente que f(x) possui um zero no intervalo (0, 1);

b) justifique teoricamente o comportamento da seqiiéncia {x,} colocada a seguir,
gerada pelo método de Newton para o calculo do zero de f(x) em (0, 1), com x, = 0.9
e precisio € = 5 x 1075,

Xp = +0.9 X5 = —3.4962 x50 = —0.3041
x, = —6.8754 xg = ~2.7182 Xy = 0.0427
X, = —6.0024 x; = —1.9863 X, = 0.0440
X, = —5.1452 xg = —1.3189 X413 = 0.0480

x4 = —4.3079 Xg = —0.7444
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22.

24.

Uma das dificuldades do método de Newton € o fato de uma aproximagéo x, ser tal que
f'(x,) = 0. Uma modificagio do algoritmo original para prever estes casos consiste

em: dado A um ndmero positivo préximo de zero e supondo | f'(x,) | = A, a seqgiiéncia
X, € gerada através de:

X1 = X% —f(x )JFL, k=0,1, 2.

onde

f'(x.), se|fi(x)|>A

FL= f'(x,), caso contrério

onde x, € a (ltima aproximagéo obtida tal que | f'(x,)| = A

Pede-se:
a) baseado no algoritmo de Newton, escreva um algoritmo para este método;

b) aplique este método 2 resolugéo da equacio x* — 9x + 3 = 0, com x, = —1.275,
A=0.05¢ee=0.05

Usando a regra de sinal de Descartes e o Teorema 5, verifique que a equagdo
p(x) = 3x° —x* — x> + x + 1 = 0 pode ter duas raizes reais no intervalo [0, 1].

Resolva o Exercicio 23 usando agora a seqiiéncia de Sturm.

. Encontre uma raiz da equagdo:

p(x) = x* - 6x° + 10x% - 6x + 9 = 0, aplicando o método de Newton para polindmios.
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PROJETOS
1. O PROBLEMA DE RAIZES MULTIPLAS:

Se f'(E) = 0, o método de Newton perde suas caracteristicas de convergéncia quadritica. O
caso de f'(E) = 0 € um caso de raiz maltipla de f(x) = 0.

Definicfio: Dizemos que £ € raiz miltipla de f(x) = 0 com multiplicidade p,
quando () = f'(E) = ... = f*-1)E) = 0 ¢ fP(E) = 0.

O método de Newton para raizes miltiplas é deduzido da seguinte forma: seja f(x)
uma funcgao tal que E seja raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p. A férmula de Taylor para
f(x) numa vizinhanca de £ até o termo de ordem (p-1), que é:

f(x) = f(E) + £'(€) (x - &) + ... + f*N(E) (x - EP / (p-1)! + R (E,)
onde R (E) = f(F')(E,p) (x ~ E)/p! com E entre x e E, fica:
f(x) = fPXE,) (x —E)P /p!.

A dedugio do método de Newton € baseada no modelo em que esta funcgao f(x) é
tal que f(P)(x) é constante (fP)(x) = b), para x préximo a E. Para esta f,

f(x) = b(x - E)P/p! = c(x - EP, f'(x) = cp(x - ) P!
e entdao
f(x)/f'(x) = (x — E)/p, donde E = x — pf(x)/f'(x).

0 METODO

Se E ¢ uma raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p, dados x, uma aproximacéo inicial para §
e &, €, precisoes desejadas, para k = 1, 2,..., faga:

X, = % — PRCxQE (xg)

Se | f(x,) | <&, ou se|x; —x,| < ¢, entdo faga X = x,.

Caso contrério, X, = X; € recomece 0 processo.
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De uma forma anéloga, podemos introduzir um fator p no método da secante para
trabalhar com raizes miiltiplas, obtendo, dado x

X1 = X — (P(x) (% — x_)/(E(x )-H(x,_), k=0, 1,...

Temos os problemas de conseguir detectar computacionalmente a “proximidade”
de uma raiz mialtipla e também o de saber qual é essa multiplicidade, p.

Na referéncia [27] podem ser encontradas sugestdes de como lidar com ambos.

1)

2)

Prove que, se E € raiz de multiplicidade p de f(x) = 0, a seqiiéncia gerada pelo
método de Newton converge quadraticamente, sob hipéteses adequadas de
continuidade. Estabeleca essas hipdteses.

Sao dadas a seguir trés fungdes com raizes miltiplas, a multiplicidade p das
raizes, uma aproximagao inicial x, ¢ uma precisao e.

) f(x)=|x-9*3/(1 + sen®(x)); p = 4.5; x; = 6; & = 1075,

i) f(x) = (81 - y(108 — y(54 — y(12-y))))sign((y — 3)/(1 + x2)),
y=x+111111,p=3,10=1’g= 10—6

iii) f(x) =|x — 83417 [*4/(1 + x2); p = 0.4; x, = 8.45; ¢ = 1075,

a) Tente encontrar as raizes usando o método de Newton simples.
b) Idem com o método da secante.

c¢) Refaca agora os itens (@) e (b) com os dois métodos adaptados para
raizes miltiplas.

d) Refaga o item (c) usando para p os valores:
para a funcao (i), p=1 e p=4.05;
para a funcdo (if), p=1 e p=3.3;
para a fungdo (iii), p=1 e p =0.36.
Em todos os casos imprima os valores:
NAF = nimero de avaliagoes de fungao que foram efetuadas

SOL = valor da “solugao” encontrada

VAF = valor de | f | na “solu¢do” encontrada.
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3) Use o método de Newton simples e o descrito anteriormente para encontrar os
zeros de f(x) = x> — 3.5x% + 4x — 1.5. Localize-os, descubra p, escolha x,
adequadamente e considere € = 1075

2. PROBLEMA DAS VIGAS

Duas vigas de madeira de 20 e 30 metros respectivamente se ap6iam nas paredes de um
galpdo como mostra a figura. Se o ponto em que se cruzam estd a 8 metros do solo, qual a
largura deste galpao?

30m

T e

20m

e

8m

‘,"‘
e e EEEEEEEL Y.

3. METODO DE NEWTON GERANDO UMA SEQUENCIA OSCILANTE

Analise algébrica e geometricamente e encontre justificativas para o comportamento do
método de Newton quando aplicado & equagio p;(x) = —0.5x + 2.5x = 0 nos seguintes
Casos:

a) xo=1lex;=-1
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b) x, nos intervalos:
-1, 1)
(1, 1.290994449)
(-1.290994449, -1)
(1.290994449, 2.236067977)
(-2.236067977, —1.290994449)
Xy > 2.236067977
Xy < —2.236067977.
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3.1 INTRODUGCAO

A resolug@o de sistemas lineares é um problema que surge nas mais diversas édreas.

Exempilo 1

Considere o problema de determinar as componentes horizontal ¢ vertical das forgas que
atuam nas jungdes da trelica abaixo:

ORFNONEORNO,

1/ 3 7 ¥ 118 |15\6
@ 2 6 10 14 17
> @ ® @ ® &
10t y 15t y 10t y
Figura 3.1

105



106 Célculo Numérico Cap. 3

Para isto, temos de determinar as 17 forcas desconhecidas que atuam nesta trelica.
As componentes da trelica sdo supostamente presas nas jungoes por pinos, sem friccao.

Um teorema da mecinica elementar nos diz que, como o nimero de jungdes j esti
relacionado ao nimero de componentes m por 2j — 3 = m, a trelica é estaticamente determi-
nante; isto significa que as forgas componentes sao determinadas completamente pelas
condicdes de equilibrio estitico nos nés.

Sejam F_ e F as componentes horizontal e vertical, respectivamente. Fazendo
a = sen(45°) = ms(453) e supondo pequenos deslocamentos, as condigoes de equilibrio
S&0:
3F, = -af, +f, + af; = 0
Jungdo 2

Jungao 3
SF, = fy - 10 = 0

2F, = -f, + f3 =0
Juncio 4
ZF = -f, =0

Jungao 5

=

y =l + 6 +afy - 15=0

Juncao 6
IF, = -afy - f;, - af;; =0

|EF =-—afy - fc +afy + £, =0
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Juncio 7
¥ 11

Juncio 8
3F = -fi5s-af =0

Juncéo 9

ZF -u.f13+f15—f

10"0

Jungio 10 {EF, = -aof - £, =0

Portanto, para obter as componentes pedidas € preciso resolver esse sistema li-
near, que tem 17 varidveis: f,, f,, ..., f,; e 17 equagdes.

Um sistema linear com m equagdes e n varidveis € escrito usualmente na forma:

aX) + A%+ +a;x = b

B Xp + ApX) + .+ X = b,

41Xy + Xy + o +amnxn-bm
onde
aij:coeficientes l=i=m, 1= j=n

X, varidveis j=l...n0

b. : constantes i=1,..,m
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A resolucio de um sistema linear consiste em calcular os valores de X;s G =1,.n8)
caso eles existam, que satisfacam as m equacdes simultaneamente.

Usando notagao matricial, o sistema linear pode ser assim representado:

Ax=b
onde
a1 22 ay, )
1 3 ... By
A= ’ d f é a matriz dos coeficientes,
\ An1 qm2 "7 g
X4 ]
X = : € o vetor das variaveis
X,
e
[ bl
b2
b = : € o vetor constante.
bm

Chamaremos de x* o vetor solugdo e de X, uma solugdo aproximada do sistema
linear Ax = b.

A formulacao matricial do sistema Ax = b do Exemplo 1, que sera resolvido no
final deste capitulo, é dada por:
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Analisaremos a seguir, através de exemplos com duas equ

x = [f

duas varidveis,

as situagdes que podem ocorrer com relagio ao niimero de solugbes de um sistema linear.

ucdo inica:

Sol

i)

—
|
S
.
— ]
N ——
]
%
x
=
(=}
o
4
o i
] ]
W
(]
* |
x_l
A >
—

Infinitas solugoes:

if)

(2)

4X1+2x2-6

para o qual, qualquer x* = (a, 3 — 2a)' com o € R, ¢ solugdo.
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iii) Nenhuma solugao:

2!1"'12‘3

)
4%, + 2y = 2

Graficamente, cada um desses casos € representado respectivamente por:
(1) retas concorrentes

(2) retas coincidentes

(3) retas paralelas

X2 A "af

/ »

(1) retas concorrentes (2) retas coincidentes

\ 5

(3) retas paralelas

Figura 3.2
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Mesmo no caso geral em que o sistema linear envolve m equagoes € n variaveis,
apenas uma entre as situagdes abaixo ira ocorrer:

i) o sistema linear tem solug@o tnica;
ii) o sistema linear admite infinitas solugdes;
iti) o sistema linear ndo admite solugao.

No caso em que m = n = 2 este fato foi facilmente verificado através dos graficos
das retas envolvidas no sistema, conforme mostra a Figura 3.2. Para analisar o caso geral,
m equacdes e n varidveis, usaremos conceitos de Algchra Linear.

Consideremos a matriz A: m x n como uma fungio que a cada vetor x € R"
associa um vetor b € R™®, b = Ax:

A: R" - RO
x —+b=Ax

Entao, resolver o sistema linear Ax = b consiste em:
“dado b € R™ obter, caso exista, x € R”, tal que Ax = b”.

A resolucio de Ax = b nos leva a encontrar respostas para as seguintes perguntas:
* existe x* € R" tal que Ax* = b?

* se existir, x* € Gnico?

* como obter x*?

Consideremos a matriz A: 2 x 2,
2 3
Esta matriz associa a um vetor pertencente ao R? um outro vetor do RZ,

Por exemplo:
sev =(11)T entdo: u = Av = (3 -2)T;

sew=(2-1)T entio:t=Aw=(3 5T;
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e, dado b = (3 -2)T, existe um tnico x* = (1 1)T tal que Ax* = b, conforme podemos
comprovar graficamente através da Figura 3.2 (1).

Graficamente:

Y

Figura 3.3

Dada uma matriz A: m x n, definimos o conjunto Imagem de A (denotado por
Im(A)) por:

Im(A) = {yER™ | IxER"| y= Ax}

O conjunto Im(A) é um subespaco vetorial do R™.

Sob o ponto de vista das colunas de A, resolver o sistema linear Ax =b, A:m x n
implica em se obter os escalares x,, X,,..., X, que permitem escrever o vetor b de R™ como
combinacgdo linear das n colunas de A.
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(a1 42 3n
454 5 420
b =x, X LT
[ *m1 Am2 4mn
No sistema (1) as colunas da matriz A = % 3 s@o linearmente independentes

e portanto formam uma base para o IR2. Entio, dado qualquer u € R?, existem e sio Gnicos
os escalares x; € R e x, € R tais que

u =X, (:12] + X, [_;) . Para este caso, temos Im(A) = R?.

Na Figura 3.4 representamos os vetores coluna de A: al = [%] e a% = (_;)

covetoru-[5]=zal + al:

=1

Figura 3.4
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Definimos:
Posto(A) = dimensdo(Im(A)) = dim(Im(A)).
Retomando os sistemas lineares (1), (2) e (3) do inicio desta seccgao:

2x; + x, =3
caso i{): solugdo Gnica
X, - 3x2 = -2

neste caso, j4 vimos anteriormente que Im(A) = R?, portanto existe um tnico x* = (1 1)T
tal que b = 1a' + 1a2. Graficamente:

Figura 3.5
Assim, o sistema (1) é compativel determinado.

Nos casos (if) ¢ (iii) a matriz A dos cocficientes é A = (ﬁ ;) na qual:

al = 2a2
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Estas colunas sdo pois linearmente dependentes e conseqiientemente ndo formam
uma base para o R?; para esta matriz, posto(A) = dim(Im(A)) = 1. Dado um vetor b € R?,
se b € Im(A) o sistema linear Ax = b admitir4 infinitas solugdes e serd compativel indeter-
minado. Se b & Im(A), o sistema linear ndo admitird solugdo e serd incompativel.

No caso (i) b = (g

] pertence a Im(A):

im (A)

Figura 3.6

b= u[i) + (3 - 2a) (é)paraqualquetaER.

No caso (iii), b = (g] nao pertence a Im(A):
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|

Figura 3.7

Nos casos em que m = n, embora tenhamos situagdes semelhantes, gostariamos de
observar que:

i)  posto(A) = min{m,n}

ii) se m < n o sistema linear Ax = b nunca poderd ter solugao dnica pois
posto(A) < n, sempre. [lustrando,

Figura 3.8
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Por exemplo, consideremos o sistema linear:
-X; + 2X, + 3%; = 6

xz+x3-9

Eliminando x, da 2* equagdo e substituindo na 1° equagio obtemos x; = 12 + x;
¢ teremos o conjunto das infinitas solugdes dado por:

S={xER*aisquex=(12+x; 9-x; x,)T} =

12 1
= {xERnisquex=| 9 |+x;]|-1|, ¥ x,ER}.
0 1

Neste exemplo, posto(A) =m = 2 < n = 3 e o sistema ¢ compativel indeterminado.

iif) se m > n, mesmo que posto(A) = n o sistema pode ndo ter solucdo pois a

situagio b & Im(A) ocorre com freqiiéncia:
n=2 A A
.
L
Figura 3.9

A tabela a seguir apresenta um resumo de todas as possibilidades para sistemas
lineares:

Dada A, matriz m x n usaremos na tabela a seguinte definigao:
Se posto(A) = min{m, n}, entdo A € posto-completo.

Se posto(A) < min{m, n}, entdo A é posto-deficiente.
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Matriz A m=n m<n m>n
_ " (posto(A) = n)
Posto Completo (posta(A) = a) (PoMSEA) =) |1 & inlA). solmiSo Giics

Compativel determinado [nfinitas solughes b & Im(A), incompativel

Posto b € Im(A) Infinitas solugdes Infinitas solugdes Infinitas solugbes
| Deficiente

b & Im(A) Incompativel Incompativel Incompativel

Neste capitulo apresentaremos métodos numéricos para a resolucao de sistemas
lineares n x n.

Os métodos numéricos para resolugdo de um sistema linear podem ser divididos
em dois grupos: métodos diretos e métodos iterativos.

Métodos diretos sao aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem
a solugdo exata do sistema linear, caso ela exista, ap6s um nimero finito de operagdes.

Os métodos iterativos geram uma seqiiéncia de vetores {x'¥)}, a partir de uma
aproximagio inicial x(?). Sob certas condigbes esta seqiiéncia converge para a solugio x*,
caso ela exista.

3.2 METODOS DIRETOS

3.2.1 INTRODUGAO

Pertencem a esta classe todos os métodos estudados nos cursos de 1° e 2° graus, destacan-
do-se a regra de Cramer. Este método, aplicado a resolugio de um sistema n x n envolve o
calculo de (n + 1) determinantes de ordem n. Se n for igual a 20 podemos mostrar que o
namero total de operagdes efetuadas sera 21 x 20! x 19 multiplicagbes mais um nimero
semelhante de adigbes. Assim, um computador que efetue cerca de cem milhdes de multi-
plicagdes por segundo levaria 3 x 10° anos para efetuar as operaces necessarias.

Desta forma, o estudo de métodos mais eficientes é necessério, pois, em geral, os
problemas préticos exigem a resoluc@o de sistemas lineares de grande porte, isto €, sistemas
que envolvem um grande nimero de equacdes e varidveis.
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Devemos observar que no caso de sistemas lineares n x n, com solugdo tdnica, 0
vetor x* é dado por: x* = A~ b. No entanto, calcular explicitamente a matriz Aleem
seguida efetuar o produto A~! b é desaconselhdvel, uma vez que o nimero de operagdes
envolvidas é grande, o que torna este processo nio competitivo com os métodos que estu-
daremos a seguir.

3.2.2 METODO DA ELIMINAGAO DE GAUSS

Entre os métodos diretos, destacam-se os métodos de eliminagdo que evitam o calculo
direto da matriz inversa de A e além disto nao apresentam problemas com tempo de execu-
cao como a regra de Cramer.

O método da Eliminagdo de Gauss consiste em transformar o sistema linear origi-
nal num sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, pois
estes sio de resolugio imediata. Dizemos que dois sistemas lineares sdo equivalentes
quando possuem a mesma solugao.

Veremos a seguir um algoritmo para resolugao de sistemas triangulares e estuda-
remos como o método da Eliminacdo de Gauss efetua a transformagdo do sistema linear
original no sistema triangular equivalente.

RESOLUCAO DE SISTEMAS TRIANGULARES

Seja o sistema linear Ax = b, onde A: matriz n x n, triangular superior, com elementos da
diagonal diferentes de zero. Escrevendo as equaches deste sistema, temos:

apX) + 8%, + 83Xy + ...+ 2 X = b,
AyXy + AxgXy + ...+ 2 X, = by
33313 + oot a‘3nxn -b3

¥ = bl]
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Da iltima equacdo, temos
..
aIII:I
X,,_j pode entdo ser obtido da peniltima equagéo:

I:’n—l - an—l.nxn

h—l= a

n—-1n-1
e assim sucessivamente obtém-se X _», ..., X, € finalmente x,:

by — a;X) — aggXy — ... AKX,

4

x]=

ALGORITMO 1: Resolugao de um Sistema Triangular Superior

Dado um sistema triangular superior n X n com elementos da diagonal da matriz A ndo nulos, as
varndveis X , X, 4, X9 ... Xy, X; 580 assim obtidas:

Xp = by fag,
Para k = (n - 1),.", 1

[s =0

Paraj=(k + 1), ..., n
8 =5+ aX

X = (b — 8) /2y,

DESCRICAO DO METODO DA ELIMINAGCAO DE GAUSS

Conforme dissemos anteriormente, o método consiste em transformar convenientemente o sis-
tema linear original para obter um sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes
triangular superior.

Para modificar convenientemente o sistema linear dado de forma a obter um sistema
equivalente, faremos uso do teorema, cuja demonstragio pode ser encontrada em [2].
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TEOREMA 1

Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equacdes deste sistema uma seqiiéncia
de operacgoes elementares escolhidas entre:

i)  trocar duas equacgoes;

ii)  multiplicar uma equacdo por uma constante nao nula;

iif) adicionar um multiplo de uma equagao a uma outra equacao;
obtemos um novo sistema Ax = b ¢ os sistemas Ax = b e Ax= b sdo equivalentes.

Descreveremos a seguir como o método da Eliminacdo de Gauss usa este teorema
para triangularizar a matriz A. Vamos supor que det(A) = 0.

A eliminacéo é efetuada por colunas e chamaremos de etapa k do processo a fase
em que se elimina a varidvel x, das equagdes k + 1, k + 2,..., n.

Usaremos a notagao ag‘) para denotar o coeficiente da linha i e coluna j no final

da k-ésima etapa, bem como bfk} serd o i-ésimo elemento do vetor constante no final da
etapa k.
Considerando que det(A) = 0, é sempre possivel reescrever o sistema linear de

forma que o elemento da posigdo a,, seja diferente de zero, usando apenas a operacao
elementar (i):

0 0 0 0
. ) | o
0 0) {0) (0)
af,n) a(zz ...... ay’ 1;12
Seja A®| b@ =A|b=
0 0 0 0
agf aiﬂ) ...... afm) ba )

onde a%*]) = a, b{® = b, e al = 0.
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Etapa 1:

A eliminagdo da varidvel x; das equagdes i = 2, ..., n € feita da seguinte forma: da equagéao
i subtraimos a 1* equagdo multiplicada por m;,. Observamos que para que esta eliminagdo

al0)
seja efetuada, a unica escolha possivel € m;; = %s =2 ... . 0%
an
A
Os elementos m;; = @ » 1= 2, ..., n sdo os multiplicadores e o elemento
a
1

al} ¢ denominado pivé da 1° etapa.

Ao final desta etapa teremos a matriz:
al) all) ... a) | b
0 Wl afl) bV

All) 1 p(D) =
0 al) ...... all) | bl
onde
a%) = a&?’ paraj=1,...,n
"5” = bﬁﬂ}
e

agjl)-agfi—mﬂa&{j’} i=2,...,n € j=1,..,n

b)) = b0 - m b i=-2,..,0n
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Etapa 2:

Deve-se ter pelo menos um elemento a{}) # 0, para i = 2...., n, caso contrério, det( AV) =0,

o que implica que det(A) = 0; mas det(A) # 0, por hipétese.
Entfio, é sempre possivel reescrever a matriz A'"), sem alterar a posigéo da linha 1,
de forma que o pivd, a}), seja nio nulo.

(1)
a.
2
Os multiplicadores desta etapa serdo os elementos m;, = ﬁ parai=3,..,n.
2

A varidvel x, ¢ eliminada das equagdes i = 3,..., n da seguinte forma: da equacdo
i subtraimos a segunda equacdo multiplicada por m,,

Ao final, teremos a matriz A@ | b@:
aﬁ) 3(122 a@ ______ a(ﬁ‘} bS‘Z] W
0 aff af ... a2 | b

AQ | p@ =| 0 0 af) ...... 2) b
B 2 2
\ . 0 a2 ..oeo. i b y

onde af’) = afll)parai=1,2ej =1 i+l ...n
b{® = b{V) parai =1, 2

e

agjz) B a%j” - maa%? peai=3...nej= 2.0

b{? = b{) — m_,b{!) parai=3,.,n
1 m;,
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Seguindo raciocinio analogo, procede-se até a etapa (n — 1) e a matriz, ao final
desta etapa, sera:

20 -0 - a@-1 | pp-D
L ap~V Ayl o gg-1t | pie-d
Aln-1) | pa-1) _ | 0 0 a&%wl} ______ agll]-l) bg =
0 0 B gwews ad-1 bgﬂ-l)

e o sistema linear A®Vx = b{®1 ¢ triangular superior e equivalente ao sistema linear
original.

Exempilo 2

Seja o sistema linear:
3%, + 2%, + 4x5 =1
X, + Xy + 2%3 = 2
4x, + 3x) - 2x5 = 3

Etapa 1:

Eliminar x; das equagdes 2 ¢ 3:

Para facilitar o entendimento do processo, de agora em diante usaremos a notagao
L, para indicar o vetor linha formado pelos elementos da linha i da matriz A®) | b®). Assim,
nesta etapa, L, = (3 2 4 1).
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l'aﬁ) a@ a@ bﬁ“’ 3 2 4 1
AD | o0l A W | w011 2 | 2
g || (4320

Pive: al) =3

mﬂ=1!3
m31=4f3
L<L,-m, L,
Ly~L,-my L,
3 2 4 |1 afy aly afy | bV
=AD|b®M=| 0 13 23 | 53 || 0 & &Y | b
013 -23 | 5B ) | 0 & & | b

Etapa 2:
Eliminar x, da equagao 3:

Pivd: agz) = 1/3

13
a Lk 7 i

Ly + Ly - myl,

3 2 4 1

1

=A@ p@=[0 13 23 | 53

0 0 -8 0
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Assim, resolver Ax = b € equivalente a resolver A@x =@

3%, + 2%, + 4x; =1
1/3x, + 2/3x, = 5/3

- ‘Bxszﬁ

A solugdo deste sisterna € o vetor x* = | 5§ |.
0

ALGORITMO 2: Resolugao de Ax = b através da Eliminacéo de Gauss.

Seja o sistema linear Ax =b, A:nXn,x:nx 1, b: nx 1.

Supor que o elemento que estd na posigdo a,, € diferente de zero no inicio da etapa k.

Parak=1,..., n—1
[Parai =k + 1,...,n
ik
m = —=
o kk
iminagdo a_ﬂ{:ﬂ
Para j=k + 1,...n
My g
b = bl - mbk
x, = b /a
E:arak: (]'] - 1},--- 2!1
-~ X s =0
Resolugdo do sistema: Paraj=(k+1),...,n
[s=5+ A X
I xk=(bk-5)/akk

O algoritmo acima efetua, na fase da eliminagao, (40> + 3n2 — n) /6 operagoes e, para
resolver o sistema triangular superior, o nimero de operacdes efetuadas é n?,
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Assim, o total de operagdes para se resolver um sistema linear pelo método da
Eliminagio de Gauss é (4n> + 9n% — 7n)/6.

ESTRATEGIAS DE PIVOTEAMENTO

Vimos que o algoritmo para o método da Eliminacdo de Gauss requer o cédlculo dos multi-
plicadores:

a&‘”

k-
a

m; = i=k+1,...,n
em cada etapa k do processo.
O que acontece se o pivo for nulo? E se o pivd estiver préximo de zero?

Estes dois casos merecem atencdo especial pois € impossivel trabalhar com um
pivé nulo. E trabalhar com um pivd préximo de zero pode conduzir a resultados totalmente
imprecisos. Isto porque em qualquer calculadora ou computador os cilculos sdo efetuados
com aritmética de precisao finita, e pivds préximos de zero dao origem a multiplicadores
bem maiores que a unidade que, por sua vez, origina uma ampliagao dos erros de arredon-
damento.

Para se contornar estes problemas deve-se adotar uma estratégia de pivoteamento,
ou seja, adotar um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal.

ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL

Esta estratégia consiste em:

i) no inicio da etapa k da fase de eliminagao, escolher para pivdé o elemento de
maior médulo entre os coeficientes: ag‘ Di= kk+,...,n

if) trocar as linhas k e i se for necessario.
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Exempilo 3
n=4ek=2
3 2 1 41 5
0 1 0 3 6
Al | bl =
0 3 -5 7 7
0 2 4 0 15
Inicio da etapa 2:

i) escolher pivd

max |all)| = [all)| = 3 = pivd = -3
j=2,3.4 j2 b ¥

if) trocar linhas 2 e 3.

Assim,

AD | b =

e os multiplicadores desta etapa serao:

My, =3 =-23

Observamos que a escolha do maior elemento em médulo entre os candidatos a
pivd faz com que os multiplicadores, em médulo, estejam entre zero e um, o que evita a
ampliacdo dos erros de arredondamento.
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ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO COMPLETO

Nesta estratégia, no inicio da etapa k ¢ escolhido para pivé o elemento de maior médulo,
entre todos os elementos que ainda atuam no processo de eliminagéo:

méax |a§j!"”| = |ag'”'| = pivd = ag“”
¥ i,j=k

Observamos que, no Exemplo 3, se fosse adotada esta estratégia, o pivod da etapa
2 seria ag? = 7, 0 que acarretaria a troca das colunas 2 e 4 e, em seguida, das linhas 2 ¢ 3,

donde:
(3 =1 1 2 5
0 7 =5 =3 T

AD | b =
0 3 0 1 6

K0042 15’J

Esta estratégia ndo € muito empregada, pois envolve uma comparacio extensa
entre os elementos aﬂ‘ ~1). & j = k e troca de linhas e colunas, conforme vimos no exemplo

anterior; € evidente que todo este processo acarreta um esforco computacional maior que a
estratégia de pivoteamento parcial.

Exempio 4
Consideremos o sistema linear

0.00(}2}:l + 212 =5

2x1+2x2-6
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Inicialmente vamos resolvé-lo sem a estratégia de pivoteamento parcial e vamos
supor que temos de trabalhar com aritmética de trés digitos. Nosso sistema é:

0.2 x 1073, + 0.2 x 10!x, = 0.5 x 10!

0.2 x 10'x; + 02 x 10'x, = 0.6 x 10!

Entao,
02 x 102 0.2 x 10! 0.5 x 10!
A@ | b -
0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10!
Etapa 1:
Pivd: 0.2 x 103

m,, = (0.2 x 10')/(0.2x 103 = 1 x 10* = 0.1 x 10° eal) =0

al) = af) - al® x my; = 0.2 x 10! - (0.2 x 10!) x (0.1 x 10°) =
=02 x 10! - 02 x 10° = -0.2 x 10°

b = b - b x m,; = 0.6 x 10" - (0.5 x 10!) x (0.1 x 10%) =
=06 x 10! - 05 x 10° = -0.5 x 10°

02 x 1003 02 x 10! 05 x 10!
= Al | pl) =

0 -02 x 10° -05 x 10°
E a solugdo do sistema AVx= b(!) resultante é
~0.2 x 105x, = 0.5 x 10° = x, = (0.5) / (0.2) = 2.5 = 0.25 x 10
=  0.2x107x, + 0.2 x 10! x 0.25 x 10! = 0.5 x 10"
= 02x107x, =0.5 x 10' - 0.05 x 10> = 0.5 x 101 - 0.5 x 10! =0

e, portanto, X = (0 2.5)T.
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E facil verificar que X ndo satisfaz a segunda equagio, pois

2x0+42x25=5=6.

Usando agora a estratégia de pivoteamento parcial (e ainda aritmética de trés
digitos), temos

0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10!
AO | p®

0.2 x 1073 0.2 x 10! 0.5 x 10!

Assim o pivé € 0.2 x 10! e m,, = (0.2 x 1073)/(0.2 x 10') = 0.1 x 10~. De forma
andloga ao que fizemos acima, obtemos o novo sistema

0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10!
AD | pD) -

0 0.2 x 10! 0.5 x 10!

cuja solucio é x 03
98 B0 0.25 x 10!

E o vetor X € realmente a solucdo do nosso sistema, pois

02x103x05+02x10'x025x100=01x103+005x10?2=05%x10' =5

0.2x 10" x 0.5 +0.2 x 10! x 0.25 x 10! = 0.1 x 10! + 0.05 x 10* =
=0.01 x 10? + 0.05 x 10? = 0.06 x 10?2 = 0.6 x 10! = 6.

3.2.3 FATORAGAO LU

Seja o sistema linear Ax = b.
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O processo de fatoragdo para resolucio deste sistema consiste em decompor a
matriz A dos coeficientes em um produto de dois ou mais fatores e, em seguida, resolver
uma seqiiéncia de sistemas lineares que nos conduzira a solugéo do sistema linear original.

Por exemplo, se pudermos realizar a fatoragao: A = CD, o sistema linear Ax = b
pode ser escrito:

(CD)x =b
Se y = Dx, entdo resolver o sistema linear Ax = b é equivalente a resolver o
sistema linear Cy = b e, em seguida, o sistema linear Dx =y,

A vantagem dos processos de fatoragao ¢ que podemos resolver qualquer sistema
linear que tenha A como matriz dos coeficientes. Se o vetor b for alterado, a resolugio do
novo sistema linear serd quase que imediata.

A fatoragdo LU € um dos processos de fatoracao mais empregados. Nesta fatora-
¢Ao a matriz L € triangular inferior com diagonal unitédria e a matriz U ¢ triangular superior.

CALCULO DOS FATORES L e U

Os fatores L e U podem ser obtidos através de férmulas para os elementos 1, e Uy

ou entao,
podem ser construidos usando a idéia basica do método da Eliminagéo de (Jiauss.

A obtengdo dos fatores L e U pelas formulas dificulta o uso de estratégias de
pivoteamento e, por esta razao, veremos como obter L e U através do processo de Gauss.

Usaremos um exemplo teérico de dimensao 3:
[ %) + A%y + a53%; = b,

{ aX) + 8%, + 8%y = by

B Rl o Rl R by
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Trabalharemos somente com a matriz dos coeficientes. Seja entdo:
(af)  af) af})
AQ = | &) ) e} |- A
a) o) af}

\ /

Os multiplicadores da etapa 1 do processo de Gauss sao:

) )

m,, = aﬂ} e My, = @ (supondo que aﬁ‘i} = ()

Para eliminar x, da linha i, i = 2, 3, multiplicamos a linha 1 por m,; e subtraimos
o resultado da linha i.

Os coeficientes agjﬂ) serdo alterados para aij“, onde:

a%:' - a&‘}) paraj=1,2,3
agjl) - ag;i'l - m, aﬁ') parai=2,3ej=1,2,3

Estas operacdes correspondem a se pré-multiplicar a matriz A(%) pela matriz M©),
onde

MO = | -my, 1 0} pojs:
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1 0 o)(a) a9 )
MOA® - | 10 ||y oy |
s O L]0 ) &

afy af}) aly
= | aff - myay af)) - m,;aly ajy - myafy) | =
afy - myaly  af) - myal) &) - myald

o) o
o - aw
0 o) o

Portanto, MDA = A( onde A™) é a mesma matriz obtida no final da etapa 1 do
processo de Gauss.
al))
Supondo agora que 3(2;) = 0, o multiplicador da etapa 2 serd: m;, = a%)
Para eliminar x, da linha 3, multiplicamos a linha 2 por m,, e subtraimos o
resultado da linha 3.
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Os coeficientes aﬁj” serao alterados para:

aﬁ) - as}} paraj=1,23
a%] i a%) paraj=2,3

3,5%3 . ag}) ” m323‘9j} paraj=2,3

As operagoes efetuadas em A(!) sdo equivalentes a pré-multiplicar A(Y) por M),
onde

MD = | 0 1 0 [, pois:

1 o0 o3 ay o)

MDAMD o | 0 1 0 0 a) oY |-

S AR A

( afY af) aty
=10 alh) all -
0 aly) - myadl  all - myaly
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a)  a o
=| 0 af oy
0 0 agg))

Portanto, M(WA() = A) onde A é a mesma matriz obtida no final da etapa 2 do
método da Eliminacao de Gauss.

Temos entdo que:
A= A0
A = MOAWD = MOA

AG) = MWAD) = MOMO®AO = MOMOA

onde A® ¢ triangular superior.
E facil verificar que:

{L{{U))—l = | My 1 0 e {M(l})rl =] 0 1 0

Assim,

(MOHY-LM(Dy=1 o | my, 1 0
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Entdo, A = (M) M)1A@ = (MO)y-1 (m(1))-1 AQ)

1 o o)) B a3
A-|my 1 0 0 & a |=-1LU
my; my 1 0 0 a%)

Ou seja: L = (MO)y 1MW)y 1e U= A®,

Isto €, fatoramos a matriz A em duas matrizes triangulares L e U, sendo que o
fator L € triangular inferior com diagonal unitiria e seus elementos lij para i > j s3o os
multiplicadores m; obtidos no processo da Eliminacao de Gauss; o fator U € triangular
superior € € a matriz triangular superior obtida no final da fase da triangularizacdo do
método da Eliminacao de Gauss.

TEOREMA 2: (Fatoragéo LU)

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, seja A, a matriz constituida das primeiras k linhas
e colunas de A. Suponha que det(A,) = 0 para k = 1, 2, ..., (n — 1). Entéo, existe uma tnica
matriz triangular inferior L = (mij), com m; = 1, .1 =< i < n e uma finica matriz triangular
superior U = (u,) tais que LU = A. Ainda mais, det(A) = uj;u,, ... u,.

Demonstragao: ver [13]

RESOLUCAO DO SISTEMA LINEAR Ax = b USANDO A FATORAGAO LU DE A

Dados o sistema linear Ax = b e a fatoracao LU da matriz A, temos:
Ax=be (LU)x=b

Seja y = Ux. A solugio do sistema linear pode ser obtida da resolucéo dos sis-
temas lineares triangulares:

i) Ly=b
i) Ux=y

Verifiquemos teoricamente que o vetor y € o vetor constante do lado direito obtido
ao final do processo da Eliminagao de Gauss.
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Considerando o sistema linear Ly = b, temos que y = L1 b.
Mas, L = (MO@) 1MW) = L1 = MOMO),
Entdo, y = MM, onde b@ = b

Temos que

1 o0 o)(b?) b{®) \

MOpO o | -my; 1 0 b&m - bgﬂ) - 1,1211;,50) -

my 0 1 k by } b - m, b{® J
bgll \
= | b | = b,

bi!) ]

Isto é, o vetor obtido apés o produto de M por b(® & 0 mesmo vetor do lado
direito obtido apés a etapa 1 do processo da Eliminagdo de Gauss.

Obtido bV, temos que y = MWb) =

f1 0 oy (b)) b{V b{)
= 0 1 of[bd|= by = | b | = b@,
\ 0 -my 1 ) bi!) g b{!) — mj,bll) b
Exemplo 5

Resolver o sistema linear a seguir usando a fatoragao LU:
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'3?:1 + 2%, + 4x3 = 1

X, + x2+2x3=2

A

‘4xl+3x2+2x3=3

Usando o processo de Gauss, sem estratégia de pivoteamento parcial, para trian-
gularizar A, temos:

Etapa 1:
Pivo = aly) = 3

o ) 4
Multiplicadores: my; = —& = € mgy = & = .
H 3 73
Entao,
3 2 4
L, <L
L~ L -myL ¢ AD=|0 13 2/3

L,<—L,-m,L
3 3 311 0 13 -103

Uma vez que os elementos agll} e agl,) sdo nulos, podemos guardar os multiplica-

dores nestas posigdes, entio:

3 2 4
A = 13 | 1/3  2/3

4/3 1/3 -10/3
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Etapa 2:

Pivd: all) = 1/3

)
. ) 13
Multiplicadores: my, = =i 1
a&z) 1/3
Teremos:
L, <L, 3 2 4
L,-L, e A@= 13 | 13 273
Os fatores L e U sédo
1 0 0 3 ) 4

L=|13 0 eU=]0 1/3 2/3

Resolvendo L(Ux) = b:

i) Ly=b
¥1i =1

4/3y; + y, + y3 =3

y=(1 53 0T
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i) Ux=y:
3+ 2%, + dx5 =1
x=(-3 5 0.

FATORAGCAO LU COM ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL

Estudaremos a aplicacdo da estratégia de pivoteamento parcial a fatoragdo LU. Esta estra-
tégia requer permutacio de linhas na matriz A®%), quando necessério. Por este motivo,
veremos inicialmente o que é uma matriz de permutacdo e, em seguida, como se usa a
estratégia de pivoteamento parcial no cédlculo dos fatores L ¢ U e quais os efeitos das
permutacdes realizadas na resolugdo dos sistemas lineares Ly = b'e Ux =y.

Uma matriz quadrada de ordem n € uma matriz de permutagdo se pode ser obtida
da matriz identidade de ordem n permutando-se suas linhas (ou colunas).

Pré-multiplicando-se uma matriz A por uma matriz de permutacdo P obtém-se a
matriz PA com as linhas permutadas e esta permutagao de linhas € a mesma efetuada na
matriz identidade para se obter P.

Exempilo 6

Sejam
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Seja o sistema linear Ax = b e sejam os fatores L ¢ U obtidos pelo processo da
Eliminagao de Gauss com estratégia de pivoteamento parcial.

L e U sdo fatores da matriz A’, onde A’ é a matriz A com as linhas permutadas,
isto é, A" = PA

Mas as mesmas permutagoes efetuadas nas linhas de A devem ser efetuadas sobre
o vetor b, uma vez que permutar as linhas de A implica permutar as equacdes de
Ax =b.

Seja entao b’ = Pb

O sistema linear A'x = b’ é equivalente ao original e, se A" = LU, teremos
Ax=b'=PAx=Pb=LUx=Pb

Resolvemos entdo os sistemas triangulares:
i) Ly=Pb
if) Ux =y e obtemos a solugdo do sistema linear original.

Exempilo 7
Seja o sistema linear:

3x1—4x2+ Xy = 9

x1+2x2+2x.3- 3
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Etapa 1:

Pivo: 4 = ':i); entdo devemos permutar as linhas 1 e 3:

A -1 1 2 2|, POl 1 0/|eA©® . pOa0

AQ) = 1/4 2 11/4

Etapa 2:

Pivo: — 4 = a&?, entdo devemos permutar as linhas 2 e 3:

“« O = 3 1 0 0

A'QD) = 34 | 4 13/4 |, pPM =]l 0o 0 1 |e A = pDal)

1/4 2 11/4 0O 1 0
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Efetuando a eliminagao temos:

4 0 30

A® = 34 | 4 13/4

1/4 -1/2 | 35/8

Os fatores L e U sdo
1 0 0 4 0 -3
L=| 3/4 1 0 eU=| 0 -4 13/4

1/4 -1/2 1 0 0 35/8

¢ estes sdo os fatores da matriz A’ = PA onde P = P() PO jsto é:
0 0 1 3 -4 1 4
A'=PA=|1 0 0 1] 2 2 | =13

0 1 0 4 0 -3 1

Resolugéo dos sistemas lineares triangulares:

i) Ly = Pb onde
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-2
¥ = -2
34y, + ¥, =9 = y=|212
e = S B e S 35/4
i) Ux=y
1

4x1 + Oxz - 3}:3 = -2
—4x, + 13/4xy = 2112 = x =| -1
35;’8x3 = 35/4

Considerando uma matriz geral, A: n x n. Se A € nao singular, entdo no inicio da
etapa k da fase de eliminacfo existe pelo menos um elemento ndo nulo entre os elementos

aﬁ(' | T aEi' 1) de modo que através de uma troca de linhas sobre Ak-1) ¢ sempre
possivel obter a matriz A’ ~ 1) com elemento nao nulo na posigéo (k, k). Desta forma, os
célculos necessdrios em cada etapa da eliminagido podem ser realizados e os fatores L e U
da matriz PA serio unicamente determinados, onde P = P(® - 1) p(n - 2)  pO) ¢ pk)
representa a troca de linhas efetuada na etapa k.

As permutacoes de linha realizadas durante a fatoragdo podem ser representadas
através de um vetor n x 1, que denotaremos por p, definido por p(k) = i se na etapa k a linha
i da matriz original A() for a linha pivotal.

Considerando o Exemplo 7, teriamos inicialmente: p = (1 2 3). No inicio da etapa
1, a linha 3 é a pivotal, entdo p = (3 2 1). No inicio da etapa 2, a linha 3 da matriz A é a
linha pivotal, entdao p = (3 1 2).

ALGORITMO 3: Resolucdo de Ax = b através da fatoracGo LU com
pivoteamento parcial

Considere o sistema linear Ax = b, A: n x n; 0 vetor p representard as permutagoes reali-
zadas durante a fatoracao.
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(Calculo dos fatores:)

Park 1 =1 005
[P(i)-i
Parak =1,..., (n-1)
[ pv = |a(k, k)|
r=k
Parai=(k + 1),..., n
se (| a(i, k)| > pv), faga:
[PV = |a(i, k)|
r=i

se pv = 0, parar; a matriz A € singular
se 1 = k, faca:

[ aux = p(k)

p(k) = p(r)

p(r) = aux

Paraj=1,...,n

aux = a(k, j)

a(k, j) = a(x, j)

a(r, j) = aux

Parai=(k+1),...,n

 m = a(i, k)/a(k, k)

ﬂ.(i, k] =m

para j = (k + 1),..., n
a(i, j) = a(i, j) — ma(k, j)

(Resolugdo dos sistemas triangulares)

Parai=1,...,n
¢ =Pb r = pli)
c(i) = b(r)
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Parai=1,...,n
soma = 0
Ly=c| Paraj=1,...,(1-1)
[ soma = soma + a(i, j)y(j)
y(i) = c(i) — soma

Parai=n, (n-1),..., 1
soma = ()
y| Paraj=(@{1+1),..., n
[ soma = soma + a(i, j)x(j)
x(i) = (y(i) — soma)/a(i, 1)

Ux

3.2.4 FATORAGAO DE CHOLESKY

Uma matriz A: n X n é definida positiva se xTAx > 0 para todo x € R", x # 0.

A resolugdo de sistemas lineares em que a matriz A é simétrica, definida positiva, é
freqiiente em problemas préticos e tais matrizes podem ser fatoradas na forma:

A =GGT
onde G: n X n é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal estritamente posi-

tivos. Esta fatoragdo é conhecida como fatoragdo de Cholesky.

Seja A: n X n e vamos supor que A satisfaga as hip6teses do Teorema 2. Entdo, A pode
ser fatorada, de forma tnica, como LDU (ver Exercicio 12) com:

L: n X n, triangular inferior com diagonal unitéria;
D: n X n, diagonal e
U: n x n, triangular superior com diagonal unitéria.

Se, além das hipéteses do Teorema 2, a matriz for simétrica, demonstra-se [14]
que U =LT, e, entdo, a fatoracgdo fica: A = LDLT,
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Exempilo 8
Considere a matriz
16
il

12

-4

12 4
=] 1
14 -2
-2 83

Calculando os fatores L e U de A e, em seguida, os fatores L, D e U, teremos:

16 —4

-4 2

12 -1

1
~1/4

3/4

-1/4

Observamos que:

12

.
T

—4

1

-2

83

1
~1/4
3/4

-1/4

16

0

1

ii) como a matriz A é simétrica, U = LT.

0

0

0

0

81

16 <4 12 4
0 1 2 0
0 0 1 1
0 0 0 81

1 -1/4 3/4 -1/4

0 1 2 0

0 0 1 1

0 0 0 1
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Se A for definida positiva, os elementos da matriz D s@o estritamente positivos,
conforme demonstramos a seguir: como A é definida positiva, temos que para qualquer
X € RY, x = 0, xTAx > 0. Usando a fatoracio LDLT de A, temos:

0 < xTAx = xT(LDLT)x = y"Dy.

Agora, y = LTx e L tem posto completo. Entéo, y = 0 pois x é ndo nulo e, para
cada y € RY, existe x € R”, tal que y = LTx.

Fazendo y = ¢, i = 1,..., n, teremos: e'ir De; = d;, e, como yIDy > 0, qualquer

y = 0, obtemos: d;; > 0,1 =1,...,n.

Concluindo, se A for simétrica definida positiva, entdo A pode ser fatorada na
forma LDLT com L triangular inferior com diagonal unitdria e D matriz diagonal com
elementos na diagonal estritamente positivos.

Podemos escrever entao:
A=LDLT=LDDL!

onde En = Vd;

e, se G = LD, obtemos A = GGT com G triangular inferior com diagonal estritamente
positiva.

Formalizamos este resultado no Teorema 3.

TEOREMA 3: (Fatoragcdo de Cholesky)

Se A: n x n € simétrica e definida positiva, entdo existe uma tinica matriz triangular inferior
G: n x n com diagonal positiva, tal que A = GGT.

Exemplo 9

Retomando a matriz A do Exemplo 8 e sua fatoragio LDLT, observamos que o fator D é tal
qued;>0,i=1,.., 4

Fazendo D = D2, teremos:

A=LDLT = LD DLT = (LD) (DLT) = GGT
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onde—ﬁ = e

A matriz G, triangular inferior com diagonal positiva, é o fator de Cholesky da
matriz A.

Neste exemplo, o fator de Cholesky foi obtido a partir da fatoragio LDLT, que por
sua vez foi obtida a partir da fatoracdo LU. No entanto, o fator de Cholesky deve ser
calculado através da equagdo matricial A = GGT, uma vez que, assim, os célculos envol-
vidos serdo reduzidos pela metade.

Cilculo do fator de Cholesky:

E dada A: n x n, matriz simétrica e definida positiva:

81 3y ... Ay

37 839 ... By
A

an] anZ e ann
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O fator G: n x n triangular inferior com diagonal positiva serd obtido a partir da
equagdo matricial:

A = GGT
a5 33 .- 3y [ 811 811 B - Bn )
21 3y --- 3 81 &» €22 - Bp2
4 A - By, Bn1 B2 -+ Bpp k g.mJ

O célculo serd realizado por colunas:

coluna 1:
ayy ) (811 ) ( 3%1 \
1 0 221811
=G - :
; )
a1 J \ kgnlgll ]

entao: g, = vVayy

€ g = ajl/gu, =2 N

coluna 2:
(2 ) g, r £11821
22 g2 2 + &

2 | =G| 0 | = | 831821 * 832822

B2 O ) | BmBar + Buofp
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entdo: g3, + g3, = ay = g, = Va,, — g5

€28 + 8p8p»=23;, J=3..n

Os elementos g1 ja estao calculados; assim,

8= (3,818 /8» i=3..0

Coluna k:

Para obter os elementos da coluna k de G: (0 ... g 8,4y - &) s kK = 3,0, 1,
usamos a equagao matricial:

a4 8k
akz gkz
A 1k 0
a 0

€ teremos:
a]m-gﬁ1 +g%2+ ...+g,2[kedai

. 1/2
Bk = | %k — E 8
i=1
eajk=gj]g];]+g_i2gk2+"'+gjkgkk$ .i=(k+1):l '"1n

Como todos os elementos g, i = 1,..., (k — 1) j4 estdo calculados, teremos:

k-1
Bix = | 3k ~ 2 g8 |/&x 1 =(k+1),..n

i=1
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ALGORITMO 4: Fatorac@o de Cholesky
Seja A: n x n, simétrica definida positiva:

Parak=1,...,n

[ soma = 0

Paraj=1,..., (k- 1)
[ soma = soma + gﬁj

r = a, — soma

gkk'(r)lfz

Parai=(k +1),...,n

[ soma = 0
Paraj=1,..., (k- 1)
[ soma = soma + 8ii8ij

g, = (a, — soma)/ g,

Na pritica, aplicamos a fatoragao de Cholesky para verificar se uma determinada
matriz A simétrica é definida positiva. Se o algoritmo falhar, isto €, se em alguma etapa
tivermos r < 0, o processo serd interrompido e, conseqiientemente, a matriz original nao ¢
definida positiva; caso contrério, ao final teremos A = GGT com o fator conforme descrito
no Teorema 3. Demonstra-se (Exercicio 21) que uma matriz na forma BBT ¢ definida
positiva, se B tem posto completo.

A fatoracio de Cholesky requer cerca de n’/3 operagdes de multiplicacao e adicao
no cilculo dos fatores, aproximadamente a metade do nimero de operagdes necessérias na
fase da eliminagdo da fatoragdo LU.

Observamos que alguns autores contam uma adi¢do e uma multiplicacao como
uma operacido apenas; assim, para esses autores, a fatoragdo LU realiza cerca de n¥/3
operagdes ¢ a fatoragio de Cholesky, n%/6.

Obtido o fator G, a resolugao do sistema linear Ax = b prossegue com a resolugao
dos sistemas triangulares:

i) Gy =b
Ax=b e (GGNx =b =
i) Glx = y
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3.3 METODOS ITERATIVOS

3.3.1 INTRODUGAO

A idéia central dos métodos iterativos é generalizar o método do ponto fixo utilizado na
busca de raizes de uma equacao que foi visto no Capitulo 2.

Seja o sistema linear Ax = b, onde:
A: matriz dos coeficientes, n x n;

X: vetor das varidveis, n x 1;

b: vetor dos termos constantes, n x 1.

Este sistema € convertido, de alguma forma, num sistema do tipo x = Cx + g onde
C é matriz n x n e g vetor n x 1. Observamos que @(x) = Cx + g é uma funcao de iteragao
dada na forma matricial.

E entio proposto o esquema iterativo:

Partimos de x(9) (vetor aproximagio inicial) e entdio construimos consecutivamen-
te 0s vetores:

XD = Cx@ + g = p(x®), (primeira aproximagao),
x(2) = CxM) + g = @(x(V)), (segunda aproximagio) etc.

De um modo geral, a aproximagao x**1) ¢ calculada pela férmula x&+D) = Cx®) 4+ g,
ou seja, x*+D) = (x®)), k = 0, 1,....

E importante observar que se a seqiiéncia de aproximagaes x(@, x(1),..., x®), ¢ tal

que, lim x&*) = q, entdo a = Ca + g, ou seja, & € solugio do sistema linear Ax = b.

k—w

3.3.2 TESTES DE PARADA

O processo iterativo é repetido até que o vetor x®) esteja suficientemente proximo do vetor
k=1,

Medimos a distancia entre XX ¢ Xk~ 1) por d® = max |x® - x&- 1|,
l=<i=n
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Assim, dada uma precisao €, o vetor x(¥) serd escolhido como X, solucio aproxi-
mada da solucgdo exata, se d*) < ¢,

Da mesma maneira que no teste de parada dos métodos iterativos para zeros de
fungoes, podemos efetuar aqui o teste do erro relativo:

d(x) . d{ﬂ

F (k)|
méx | x}* |
l=i=n

Computacionalmente usamos também como teste de parada um nimero méaximo
de iteragoes.

3.3.3 METODO ITERATIVO DE GAUSS-JACOBI

A forma como o método de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear Ax =b em x=Cx +g
¢ a seguinte:

Tomamos o sistema original:

apX; + A%y + ...+ 3y X = Db,
Ay X) + Xy + ...+ 3y X = by

A X; + A%, + ...+ A X = bI1

e supondo a; = 0, i = 1,..., n, isolamos o vetor x mediante a separacio pela diagonal,
assim:
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1

Ry - ar (by — 2% — 2%y - ... —a;x)
I

L5 Tl (b, — ayX; — 2%y - ... — 2, X))
£ b

xnaa (n_anlxl_anzxz_"‘*an,n-lxn-l)'

Desta forma, temos x = Cx + g, onde

0 -a/a; -ay/a,;...... -8y, /2,
—231/2y; 0 =3 /85 ot 5/ 255
£ -
-anlx’ a —anz/ a a 113; S 0
e
bl/an
by/a5,
g =
b/,

O método de Gauss-Jacobi consiste em, dado x(?), aproximacio inicial, obter
x(D .., x®_ através da relagio recursiva x(+1) = Cx(® 4 g
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[ featy - L ) K
xpt ! = a, (b, - "1::"?l = “lslgk = oo = a xH)
&+t o L ®) © _ . 4K
;“2+ a, {bz"amxl R v T X )
P, 2
k+1) _ 1 X) (k)
ln et a {bn il alll'.’llgkJI - an2‘1'(2 N B al|.|l- 1*n - I)'
nn
Exemplo 10
Resolva o sistema linear:
10"1“‘2"2"‘ X3 = 7
. x|+512+ x3=—8
2x, + 3x, + 10x, = 6
0.7
pelo método de Gauss-Jacobi com x@ = | 1.6 |e & = 0.05.
0.6

O processoiterativoé

[ 1 2 1
E41) o 2o k = k - - L
x(i +1) = 10 (? - 2x5) s xg}) - Oxtl ) _ 10 xg]' == 10 xgk} +

7
10

1 1 1 8
x%k+l}=_5_(_3_xilki_xgkl).;_gxﬁk}+0xgk)_gx§k)_§

PRI R S ST S

10 *
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Na forma matricial x**1) = Cx(¥) + g temos
0 -2/10 -1/10 7/10
C=] -1/5 0 -1/5 eg=| -8/5
-1/5 -3/10 0 6/10
Assim (k = 0) temos
[ x{V) = =0.2x() - 0.1x{) + 0.7 = 0.2 (-1.6) - 0.1 x 0.6 + 0.7 = 0.96
I xD) = - 02x” - 02x(® - 1.6 = -0.2 x 0.7 - 0.2 x 0.6 - 1.6 = -1.86
x§) = - 02x{9 - 0.3x") + 0.6 = -0.2 x 0.7 — 0.3 (-1.6) + 0.6 = 0.94
ou

0.96
x0 = Cx® + g = | -1386
0.94

Calculando dﬁl}, temos:

| x{V - x{®| = 0.26

Ix) - 0| = 026 = gl - —22

max |x§1)l & 1.86

1=<i=<3

1) - xQ| - 0.34

= (.1828 > ¢
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Prosseguindo as iteragdes, temos:

parak = 1:
0.978
x? =] -1.98 | = d? = L L 0.0606 > ¢
¥ 1.98
0.966
e para k = 2:

0.9994
x = | -1.9888 | = d(* - 00324 0.0163 < ¢.
0.9984 1.9888

Entéo, a solugdo X do sistema linear acima, com erro menor que 0.05, obtida pelo
método de Gauss-Jacobi, é

0.9994
X = x3) = | -1.9888
' 0.9984
0.7 by/ay
Neste exemplo tomamos x(¥) = [ -1.6 | = | by/ay; |. No entanto, o valor de
0.6 b3/a33

x(0) ¢ arbitrério, pois veremos mais adiante que a convergéncia ou ndo de um método

iterativo para a solucdo de um sistema linear de equacdes é independente da aproximagao
inicial escolhida.

UM CRITERIO DE CONVERGENCIA

Daremos aqui um teorema que estabelece uma condig¢do suficiente para a convergéncia do
método iterativo de Gauss-Jacobi.
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TEOREMA 4: (Critério das linhas)

n
Seja o sistema linear Ax = b e seja o = ﬁg‘] Ia.‘jl)ﬂakkl. Se o =l ﬂnak < 1, entdo o
j=k
método de Gauss-Jacobi gera uma seqiiéncia {x*)} convergente para a solugéio do sistema
dado, independentemente da escolha da aproximacfo inicial, x@.

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada na referéncia [30], Capitulo 9.

Exempio 11

Analisando a matriz A do sistema linear do Exemplo 10,

10 2 1
A= 1 5 1 |, temos
2 3 10
2+1 _ 3 _ et L e ¥ 3
1= 10 -10-0.3«:1,0.2-— 5 —0.4<:1.a3— 10 = [5<1 ¢

entdo midx o, = 0.5 <1 donde, pelo critério das linhas, temos garantia de convergéncia
l=k=3

para o método de Gauss-Jacobi.

Exempilo 12

Para o sistema linear t o método de Gauss-Jacobi gera uma seqiiéncia

X; — 3x, = -3

convergente para a solugdo exata x* = [ gg ] (Verifique!) No entanto, o critério das
1

linhas ndo € satisfeito, visto que o, = " 1. Isto mostra que a condigdo do Teorema 4 €

apenas suficiente.
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Exemplo 13

X; + 3% + x5 = -2
A matriz A do sistema linear { 5X; + 2X, + 2x3; = 3 ndo satisfaz o critério das linhas
6x, + 8x; = —6

pois a; = 3—;—1 = 4 > 1. Contudo, se permutarmos a primeira equagao com a segunda,

le + 2):2 + 233 - 3

temos o sistema linear | X; + 3X, + X3 = -2 que € equivalente ao sistema original e a

S 2 2
matriz| 1 3 1 | deste novo sistema satisfaz o critério das linhas.
0 6 8

Assim, ¢ conveniente aplicarmos o método de Gauss-Jacobi a esta nova dispo-
sicao do sistema, pois desta forma a convergéncia estd assegurada.

Concluindo, sempre que o critério das linhas nao for satisfeito, devemos tentar
uma permutacao de linhas e/ou colunas de forma a obtermos uma disposi¢ido para a qual a
matriz dos coeficientes satisfaca o critério das linhas. No entanto, nem sempre é possivel
obter tal disposi¢ao, como facilmente verificamos com o sistema linear do Exemplo 12.

3.3.4 METODO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL

Da mesma forma que no método de Gauss-Jacobi, no método de Gauss-Seidel o sistema
linear Ax = b é escrito na forma equivalente x = Cx + g por separagio da diagonal.

O processo iterativo consiste em, sendo x(¥) uma aproximagio inicial, calcular
x(), x(2  x(® __ por:



162 Cdlculo Numérico Cap. 3

[ ke o 1 K K K
0D = L oy~ gl - e~ - )
1
k+1) _ 1 k+1 K
X%J')”az(bz‘*azl"SJ')‘azsxg)‘-"'aznxfp)
2
1 Wk+1) _ 1 k+1 k+1 K K
x5+)=333(b3—331x‘1+)—332):&*)—334):(}—...—33“:{“}
k+1) _ 1 k+1 k+1
XL *D - a (b, - aulxg * - anZX& 2 i an,n—lx::'lk—-'-ll})
nn

Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular
x}k“ 1) usamos todos os valores x{+1), .., x}k_ *1) que j4 foram calculados e os valores

()

..., x{¥) restantes.

Exemplo 14

Resolva o sistema linear:
5x1 + X+ Xy = 5
3x1 + 41{2 + Xy = 6
311 + 312 - 633 =0

pelo método de Gauss-Seidel com x(0) = e €¢=5x 102

oo o

O processo iterativo €:

[ x{c+D = 1 - 0.2x) — 0.2x)

{ x+D w15 - 0.75xk+ D — 0.25x()

ng+1} i) i 0.5){9""1) e U.Sx&k"”.
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0
Como x@ = | 0
0
(k=0):
(x(D=1-0-0=1
1
: xgl} =15-075x1-0=075 = x(1) = 0.75 |, donde
~0.875
x{) = 0.5 x 1 - 05 x 0.75 = —0.875
Ix{D - x(@1=1
1
1x) - x{01 = 0.75 Sdll=————wlse
% 2 ' méx | x{V|
1=i1=3
Ix() - x(V1 = 0.875.
Assim, (k=1)e
[ x(® = 1-02x 075+ 02 x 0875 = 1.025
{ xP) = 1.5 - 075 x 1.025 — 0.25 x (-0.875) = 0.95
x{?) = —0.5 x 1.025 - 0.5 x 0.95 = —0.9875
1.025
= x?) = 0.95 , donde
-0.9875
Ix{®) - x{V1 = 0.025
2) _ o)y = 0. @__ 02 _ 02 _.
1% - xD1=020 = d mix 1P| 1025 0.1951 > ¢
1=i=3

Ix&zj - xgl}l = 0.,1125
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Continuando as iteragdes obtemos:

1.0075
x3 = | 09912 | = d® = 0.0409 < e.
- 0.9993

Assim, a solugdo X do sistema linear dado com erro menor que €, pelo método de
Gauss-Seidel, é

1.0075
X =x3 = 0.9912
-0.9993

O esquema iterativo do método de Gauss-Seidel pode ser escrito na forma matri-
cial da seguinte maneira:

Inicialmente escrevemos a matriz A, dos coeficientes, como A = L + D + R, onde:
L : matriz triangular inferior com diagonal nula;

D : matriz diagonal com dii 20 1=1., &

R : matriz triangular superior com diagonal nula.

O modo mais simples de se escrever A nesta forma é

0 0 0 i
a5, 0 ST 0 dyy
a a
aﬂl n2 nn aﬂﬂ
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(0 2, ay, a1,
¢ & &y n

R ]
0 0 0 0

Portanto, Ax=b< (L+D+R)x=b<e Dx=b-Lx-Rx <«
e x=D"1b-DlLx - D"IRx.
No método de Gauss-Seidel o vetor x**1) & calculado por:

x(k+1) = D-1p - D-1Lx®+) — D-IRx®).

Agora, podemos ainda escrever x(¥*1) = Cx(*) + g, considerando que
A=D(L, + [ + R,) onde:

0 0 0 ... 0)
a

= 0 0
L 7%)
b R

t. wmt M3 33

Wt % 5
a'l!l.'l!l al}ﬂ ali!.ll
o 2 m o
a4 431 a1
Ri=1lo 0 e £ : %
%) L)
0 0 0 0
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entio Ax =b <«
DL, +I+R)x=be
(L;+1+R)x=D"b e

x =—L;x —R;x + D" b e 0 método de Gauss-Seidel é
x&+D) = _ L x&*D _ R x® + Db,

donde (I + L,) x**1) = — R, x® + Db
ou xX(*D = —@I+L)TR x® + I+L)'Db=Cx®+g

< g

C g

INTERPRETAGCAO GEOMETRICA NO CASO 2 x 2

Consideremos a aplicagdo geométrica dos métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel ao
sistema linear:

X, + X, = 3

X, - 3xz-= =3.

Preparagao:
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O esquema iterativo para Gauss-Jacobi é:

xk+D = 3 x

X+ 1) _;_ (3 + x{¥)

Teremos:

"(D)’(o); "{1]'(1); x(z}.(z), x(sJ-[SB); x(4}=(4B)

Xz
| X
/x

v

X

Figura 3.10

O esquema iterativo para Gauss-Seidel é:

XD 23— i

xk+ ) o % (3 + xfk+ D)
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Para melhor visualizagdo grafica, marcaremos no grifico os pontos (xﬁk}, xg‘));
(XSk+ 1), x&k)); (x&k-b 1)’ x&k-& 1)), ... para k=0,1,2,.

[ x{lﬂ) 0 XEU \ 3 J;51) \ A
= = = = =
0) 0) 1)
k xa 0 xa J 0 xg /] |\ 2
[ x&l} 3 x52] \ 1 XSZ) \ I~ °f
= — 1 = = =
1) 1) 2)
| ] 12 x§ I x§ | (43
x{? 1 x®) 513 x) 5/3
= =% = = = .
x?) 4/3 x{2) 4/3 x) 14/9

Observamos que os pontos (xﬁ’“l), xg‘:') satisfazem a primeira equagao e os

pontos {xﬁk* 1), xg“' 1)) satisfazem a segunda equacio.

\xe“

X
— / . i

1/
x()

v

Figura 3.11
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Embora a ordem das equagbes num sistema linear ndo mude a solugao exata, as
seqiiéncias geradas pelos métodos de Gauss-Seidel e de Gauss-Jacobi dependem fundamen-
talmente da disposigio das equagdes.

E ficil verificar que a seqiiéncia x(%, x(1),..., x®),... estd convergindo para a so-
lugdo exata do sistema linear que € x* = (1.5, 1.5), tanto no método de Gauss-Jacobi quanto
no de Gauss-Seidel.

No entanto, o método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia divergente para este
mesmo sistema escrito da seguinte forma:

X; — 3%, =3
Xy + X, = 3
para a qual o esquema iterativo sera:

4D o 3 4 3x0

xk+D) o 3 - xlk+ 1),

Para x(9 = (0, 0)" teremos:

x{ [0 x{V -3 x{D -3
- —y = = S
x0) 0 x&” 0 xgV 6
x{l) -3 x@? 15 x{? 15
- - - = - .
x&” 6 i) 6 xg_zj -12
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Graficamente, comprovamos a divergéncia de x* = (1.5, 1.5)":

lek

W

«@

Figura 3.12

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DE GAUSS-SEIDEL

Como em todo processo iterativo, precisamos de critérios que nos fornecam garantia de
convergéncia.

Para o método de Gauss-Seidel analisaremos os seguintes critérios, que estabele-
cem condicoes suficientes de convergéncia: o critério de Sassenfeld e o critério das linhas.

CRITERIO DE SASSENFELD
X
X2

Sejax* = | - | a solugdo exata do sistema Ax = b e seja:
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x®) = | | ak-ésima aproximagdo de x*.

(k)
X
| n

Queremos uma condigio que nos garanta que x¥) — x* quando k — oo, ou seja,
que lim e{®) = 0 para i = 1...., n onde ef® = x(¥ — x,

k=
Agora,
( 1
Tl s =t
efk+D) = - - @ el + aef) + ...+ a, el)
1
et ) = —;2— @y et + a6l + ... + a2y e0)
4 2 (4)
1
o0 = L G b a )

Chamemos de E®) = max {lef¥)]} e sejam

l=i1=n

n
B, = Z Ia”!ilaul eparai=23,...,n
j=2

i—1 n

B = [ Bla;l + X lagl1/ lagl.

j=1 j=i+1
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Note que a condigdo x¥) — x* equivale a E® — 0 quando k — .
Mostremos por indugdo que E®*D) < BE® onde p = mix B,

l=i=n

Para i =1, temos

1
lek+ | < ol (ag, | 1ef] + |a, 1P|+ ... + o, |]e®]) <

I(Iaul +|3-13"" "‘Ialnl) méx {!e&)l}

'3 l=j=n
e
=B
Entdo, |ef* V| < B; mix {|efY]} = B mix {lef9]}.
l1=<j=<n 1=sj=n
Suponhamos por inducéo que:
|e§* D] < B, mix {|ef]}
1=j=n
|ef* V] < By max {|efY]}
151&]
k4D < B, mix ([e®]) i<
1=j=n
e mostraremos que |ef** 1| < B, max {|e(k)|}
l1=j=n
Mas,
D] < g Qa1 | 1D ] oe oy | ey D)
2 (k)
(l 11+1l|el+1| +. Iaiﬂll&n |)

Iaiil
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e usando a hipétese de inducao:

|efk+ 1| sl (lag |By+ap B+ +lay;_ 1 IBi_y+ ]2y, ] +... +]a,| mix {e{X)}
| ;| !

l1=j=n
%
Bi
ou seja,

e+ ] < ; mix (||} < B mix {|f]} ¥ i 1<i=<n.

l=j=n l1=j=n
Portanto,
mix {|efk+V]} = B&+D) < B mix {|ef|} = pE®. (5)
I=i=n i=j=n !

Assim, basta que B < 1 para que tenhamos E**1) < E®). Além disso, de (5) temos
E® < Btk < BBEX-2) < . . . = BKE ¢ desde que B seja menor que 1, entdo,
E® — (0 quando k — = e, o que é importante, independentemente da aproximagio inicial
escolhida.

Com isto estabelecemos o critério de Sassenfeld:

lags| + |agq] + ... + |2, |
|311|

Sejam B, =

By + By + ol B + A+ . 4+ ]

=]
" |21

Seja f = méx {ﬁj}.

I=sj=n

Se f < 1, entio o método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia convergente
qualquer que seja x(@.

Além disto, quanto menor for B, mais rdpida serd a convergéncia.
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Exemplo 15

a) Seja o sistema linear

x; + D.sz - (.‘l.lx3 + 0.1x4 = 0.2
0.21!:1 + X, — 0.2x, — 0.1x, = -2.6
] -0.1x; - 02x, + x3 + 0.2xy = 1.0
().11{1 + 0.3}{2 + G,sz + Xy = =25

Para este sistema linear com esta disposi¢do de linhas e colunas, temos
B, =[05+0.1+0.1)1 =07

B, = [(0.2)(0.7) + 0.2 + 0.1)/1 = 0.44

B, = [(0.1)(0.7) + (0.2)(0.44) + 0.2]/1 = 0.358

By = [(0.1)(0.7) + (0.3)(0.44) + (0.2)(0.358)]/1= 0.2736.

Portanto, B = méx {f;} = 0.7 < 1 e entdo temos a garantia de que 0 método de
i1=i=n

Gauss-Seidel vai gerar uma seqiiéncia convergente.

b) Seja agora o sistema linear

2x1+x2+3x3=9
X, + 3x3-3

com esta disposi¢do de linhas e colunas, temos
B,=(1+3)2=2>1!
Trocando a 1° equagao pela 3%, temos

- X+ X3 =1
2X; + %y + 3x3 =9
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donde B, = (0 + 3)/1 =3 >> 1!
A partir desta disposigao, trocando a 1* coluna pela 3%, temos

3x3 +x1=3

X=X =1
3x3+x2+2x1-9.

Desta forma,

B, =13

B, = [(1)(1/3) + 0)1=1/3

Bs = [(3X1/3) + (1N(1/3))/2 = 2/3.

Portanto, f§ = max {B;} = 2/3 < 1; entdo vale o critério de Sassenfeld e temos
1<si<3

garantia de convergéncia.

c) Considerando agora o exemplo usado na interpretacao geométrica do método
de Gauss-Seidel, verificamos que o critério de Sassenfeld € apenas suficiente,

pois para
X+ X = 3
X, - 3%, = -3,

vimos que o método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia convergente e, no
entanto,

By=1l=1 e
B, = [1 x 1]/3 = 1/3

e, portanto, o critério de Sassenfeld ndo € satisfeito.
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CRITERIO DAS LINHAS

O critério das linhas estudado no método de Gauss-Jacobi pode ser aplicado no estudo da
convergéncia do método de Gauss-Seidel.

O critério das linhas diz que se @ = max {a,} < 1, onde
l=k=n

o
o, = (2 |akj|)f|akkl
:
j=k
entdo o método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia convergente.

A prova da convergéncia consiste em verificar que se o critério das linhas for
satisfeito, automaticamente o critério de Sassenfeld é satisfeito:

Bi=Uapl+la;l+..+la,|)/ayl=0a,<1

e, parai =2, ..., k-1, supor por indugio que B; < a, < 1.

Entéo,
B, = (Blf 31;1] +..+ Bk_1| 3];,3_1! +| a“;ﬂl +| aknl i akkl < (| a]ﬂl .. #

+| au_1| + | ay k+1| + ..+ |ag| Va,l = a,.
Assim, f; < «,, i=1,..,n

Entdo, o, < 1 implica que B, < 1, i = 1,..., n, ou seja, o critério de Sassenfeld é
satisfeito.

Observamos, no entanto, que o critério de Sassenfeld pode ser satisfeito mesmo
que o critério das linhas nao o seja.

Exemplo 16

Seja o sistema linear:

3}11 +x3-3
X; — X, =1
3x1+xz+213-9.



Cap. 3  Resolugdo de sistemas lineares 177

Temos

1
01-ﬁ1-§<1 |+

1 M _—_ . " e
Q,=7= 1; entdo o critério das linhas nao ¢é satisfeito.

No entanto,

Portanto, o critério de Sassenfeld € satisfeito.

3.4 COMPARAGAO ENTRE OS METODOS

a) Convergéncia

Conforme vimos, os métodos diretos sdo processos finitos e, portanto, teorica-
mente, obtém a solugdo de qualquer sistema nao singular de equagdes. J4 os métodos
iterativos tém convergéncia assegurada apenas sob determinadas condigoes.

b) Esparsidade da mairiz A

Inimeros sistemas lineares, que surgem de problemas praticos como discretizacao
de equagdes diferenciais por método dos elementos finitos ou método de diferengas finitas
e descrigao de redes de poténcia, sdo de grande porte com matriz dos coeficientes esparsa.
Para estes casos, sdo adotados esquemas especiais para armazenamento da matriz A, que
tiram proveito de sua esparsidade.
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Os métodos diretos quando aplicados a sistemas esparsos provocam preenchimen-
tos na matriz A, isto €, durante o processo de eliminagdo poderdo surgir elementos ndo
nulos em posigoes a;; que originalmente eram nulas. Para exemplificar, considere a matriz
A representada simbolicamente, sendo x a representagao de um elemento nao nulo:

(

oM O oo M M
MM M OM K O
MMM OM X OM

oM OO HM OM
OH OO HM H X O
OO oMM OM
oo H OOM
oM OO0 O M M

Apbés a 12 etapa do processo de eliminagdo teremos:

x x 0 x x 0 x x

X . X L L X s X

0 x x £ 0 ¥ % 0

0 0 x x x 0 x 0| onde* represenia o elemento
r = 0 * x g ow w| DEO nulo que preencheu uma
0 x 0 0 0 x x O posicdo originalmente nula.

X . X . . x X X

X . 0 x . 0 X .

Portanto, se a matriz A for esparsa e de grande porte, uma desvantagem dos
métodos diretos para a resolugdo do sistema linear Ax = b é o preenchimento na matriz,
exigindo técnicas especiais para escolha do pivd para reduzir este preenchimento. Pode-se
conseguir boas implementacdes para a fatoragao LU, empregando-se técnicas de esparsida-
de, contudo existem situagbes nas quais pode ser impossivel aplicar um método direto, dai
a alternativa sdo os métodos iterativos que tém como principal vantagem nao alterar a
estrutura da matriz A dos coeficientes.

¢) Erros de arredondamento

Vimos que os método diretos apresentam sérios problemas com erros de arredon-
damento. Uma forma de amenizar esses problemas é adotar técnicas de pivoteamento. Os
métodos iterativos tém menos erros de arredondamento, visto que a convergéncia, uma vez
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assegurada, independe da aproximacao inicial. Desta forma, somente 0s erros cometidos na
Gltima iteracao afetam a solugdo, pois os erros cometidos nas iteragOoes anteriores nao
levardo a divergéncia do processo nem a convergéncia a um outro vetor que nao a solugao.

3.5 EXEMPLOS FINAIS

Exemplo 17

Retomando o Exemplo 1 da Introdugio, com a = sen(45°) = v2/2, resolvemos o sistema
linear resultante pelo método da Eliminagdo de Gauss com pivoteamento parcial. Obtive-
mos o vetor solugao:

(-29.247105, 19, 10, 28, 13.853892, 19, 0, -28, 9.235928, 22, 0, 16,
-9.235928, 22, 16, —24.629141, 16)T.

Permutando algumas linhas de forma que os elementos da diagonal principal
fossem nao nulos, conseguimos o esquema iterativo do método de Gauss-Seidel. No entan-
to, a seqiiéncia gerada divergiu da solugéo.

Exemplo 18

Seja o sistema linear

(2 1 7 4 3 -1 4 4 7 0] [x ] 86
4 2 2 3 -2 0 3 3 4 1| |x 45
3 4 4 2 1 -2 2 1 9 3] |x 52.5
9 3 5 1 0 5 6 -5 -3 4| |x, 108
2 07 0 -5 7 1 0 1 6| |xs 66.5
1 9 8 0 3 9 9 0 0 5 x¢ | | 905
4 1 9 0 4 3 7 -4 1 3| |x 139
6 3 1 1 6 8 3 3 0 2| |x 61
6 5 0 -7 7 -7 6 2 -6 1 % ~43.5
1 6 3 4 8 3 -5 0-6 0] % 31
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A solugio obtida pelo método da Eliminacdo de Gauss com pivoteamento parcial
foi:

Tw=(3,-45,7.8, 35 24,-35,2,19".

Também para este exemplo, trocando apenas a nona equagao com a décima, nao
conseguimos uma seqiiéncia convergente para o método de Gauss-Seidel.

Exemplo 19

Seja o sistema linear

4 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0] [x ~-110
-1 4 -1 0-1 0 0 0 0 0] |x -30
0 -1 4 0 0-1 0 0 0 0] |x, -40
-1 0 0 4-1 0 0 0 0 0 |x ~110
0 -1 0 -1 4 -1 -1 0 0 0] |x 0
0 0-1 0-1 4 0-1 0 0 |x |~ | -15
0 0 0 0-1 0 4-1 0 0] |x -90
0 0 0 0 0 -1 -1 4 -1 0] |=x -25
0O 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 %5 -55
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 4| |xg4 -65

Resolvendo pelo método da Eliminagao de Gauss, com estratégia de pivoteamento
parcial, obtivemos o seguinte vetor solucao:

X = (—48.646412, -35.4947917, -25.6157408, —49.0908565, —37.7170139,
~26.9681713, —39.3142361, —29.5399306, —26.8773148, -22.9693287)".

Aplicando o método de Gauss-Seidel com o esquema iterativo montado a partir da
disposicao original das equagoes, com x(¥ = (20, ..., 20)T e & = 1077, obtivemos 0 mesmo
vetor X apds 28 iteracoes.
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EXERCICIOS

5.

Escreva um algoritmo para a resolucdo de um sistema linear triangular inferior.

Verifique que o “custo” = niimero de operagbes efetuadas para resolver um sistema
linear triangular inferior é 0 mesmo que para multiplicar uma matriz triangular por um
vetor.

Verifique que o nimero de operagdes necessérias no método da Eliminagdo de Gauss,

. A 2n® n? 7n : . E >
sem pivoteamento parcial, é 3 - i —6~* » na fase de triangularizagido da matriz A,
e n?, na fase da resolugdo do sistema triangular superior. Estdo sendo contadas as

operacoes de divisdo, multiplicacao e soma.

n-1
(Lembramos que E k? = (n-—l}néZn = 1) )
k=1

Seja Ax = b um sistema n x n com matriz tridiagonal (a;; = 0 se |i —j| > 1).

a) Escreva um algoritmo para resolver Ax = b através da Eliminagao de Gauss com
estratégia de pivoteamento parcial de modo que a estrutura especial da matriz A
seja explorada.

b) Compare o “custo” de resolvé-lo por Eliminagio de Gauss via algoritmo tradi-
cional, com o de resolvé-lo pelo algoritmo do item (a).

¢) Teste seus resultados com o sistema:

211—3-2 =1
X1+ 25 -%X, =0, 2<is(@-1)
- X1+ 2x, =0

para n = 10.

Resolva o sistema linear abaixo utilizando o método da Eliminagao de Gauss:
[ 2%, + 2%, + X3+ X4 = 7
X — Xy +2X3— X4 = 1

4x; + 3%, + 2x3 + X, = 12
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Analise os sistemas lineares abaixo com relacio ao nimero de solucdes, usando o
método da Eliminacdo de Gauss (trabalhe com trés casas decimais):

a) [ 3x; - 2%, + 5x3+ x4= 7
-6x; + 4%, - 8X3 + X4 = -9
9%, - 6%, + 19x; + x, = 23
6x, — 4x, - 6x3 + 15x, = 11

b) [ 0.252x, + 0.36x, + 0.12x3 = 7
4 0.112x%; + 0.16x, + 0.24x, = 8
0.147:;1 + 0.21::2 + 0.25% = 9

O cilculo do determinante de matrizes quadradas pode ser feito usando o método da
Eliminacdo de Gauss.

a) Deduza o método.

b) Aplique-o no cédlculo do determinante das matrizes dos sistemas dos Exercicios
Stk

¢) Inclua o célculo do determinante da matriz A do sistema linear Ax = b no algoritmo
do método da Eliminacao de Gauss.

Demonstre que, se no inicio da etapa k do método da Eliminacao de Gauss tivermos
alk-l) = a&:ﬂk = ... =a%1 = 0, entdo det(A) = 0 e consegiientemente A nio é
inversivel. (ag“” € o elemento da posicio ij no inicio da etapa k.)

Podemos encontrar a fatoragdo LU de A diretamente, usando simplesmente a definicao
de produto de matrizes. Esquemas deste tipo sdo conhecidos como esquemas compac-

tos, € o equivalente & fatoracdo A = LU com L triangular inferior com diagonal unitaria
e U triangular superior é chamado de redugdo de Doolittle.

Supondo que a fatoragao LU de A seja possivel, de uma forma tnica,

a) multiplique a primeira linha de L pela j-ésima coluna de U e iguale a ay;. Verifique
que desta forma obtém-se o elemento uy;;

b) repita o item (a), multiplicando agora a i-ésima linha de L pela primeira coluna
de U, e igualando a a;, serd possivel obter L;,;
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10.

11.

use 0 mesmo raciocinio de (a) e (b) para deduzir que, se as (k — 1) primeiras linhas
de U e colunas de L ja foram determinadas, entao

k-1

ukj=akj"2 lkmumj= i=k(k+1),..,n
m=1

e
k-1

Ly = aik-E Lol /g i=(k+1)..,m
m=1

explique por que, se A é nio singular, entao U também o serd, donde uy = 0,
k=1,..,n

escreva um algoritmo para a fatoragdo LU de A usando a redugdo de Doolittle;

teste seu algoritmo, fatorando A e entdo resolvendo o sistema abaixo, sendo

2 3 1 5 11

1 35 1 715 13
A - b =

14 27 55 12| °© 21.6

2 1 3 28 30

Calcule a fatoracdo LU de A, se possivel:

1 1

1
A=|2 1 -1

Mostre que resolver AX = B, onde A € matriz n x n, X ¢ B sdo matrizes n x m, €
0 mesmo que resolver m sistemas do tipo Ax = b, onde A € matrizn x n, x € b,
vetores n x 1.

Usando o item (a), verifique que A~! pode ser obtida através de resolugdo de n
sistemas lineares.

Entre o método da Eliminacdo de Gauss e a fatoragdo LU, qual o mais indicado
para o cilculo de A™1?
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12.

13,
14.

15.

16.

17,

18.

d) Aplique o método escolhido no item (c) para obter a inversa da matriz

4 -1 0 -1 0 0
A & =l 0 I @
D <1 4 @ 6 =i
A=l 4 o 0 4 -1
0 -1 0 -1 4 -1
0 0 -1 0 -1 4

Mostre que, se¢ A é matriz ndo singular ¢ A = LU, entdo A = LDU, onde D é matriz
diagonal e U matriz triangular superior com diagonal unitéria.

Se A = LDU, como fica a resolugao de Ax = b?

Escreva um algoritmo para o método da Eliminacdo de Gauss, usando estratégia de
pivoieamento parcial.

Seja resolver o sistema linear Ax = b pelo método da Eliminacio de Gauss, com
estratégia de pivoteamento parcial:

se M = mix {| 3] } 1 <1, j < n, prove que, ap6s o primeiro estigio, [a%l) | < 2M.

ij
a) Resolva os itens (b) e (¢) do Exercicio 11, considerando a estratégia de pivotea-
mento parcial.

b) Use os resultados de (@) para encontrar a inversa da matriz

1 12 3
A=|2 4 16
3 15 7

Trabalhando com arredondamento para dois digitos significativos em todas as operagdes,
resolva o sistema linear abaixo pelo método da Eliminacao de Gauss, sem ¢ com
pivoteamento parcial. Discuta seus resultados:

16)11 + 512 = 2]
33;l + 2.5}:2 =535

Refaga o exercicio usando truncamento para dois digitos significativos.

Trabalhando com quatro digitos significativos, resolva os sistemas lineares a seguir (ou
detecte que nao héd solugho). Use pivoteamento parcial. Estabeleca um critério para
decidir se nimeros pequenos em lugares importantes sdo considerados como zero ou
nao. Confira a solugao obtida:
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19,

20.

21.

22.

a) [ 1.12a + 6b = 1.3

2.21a + 12b = 2.6

b) [ 1.12a + 6b = 1.3

224a + 12b = 3.

Justifique se for verdadeira ou dé contra-exemplo se for falsa a afirmacao:

“Dada uma matriz A, n x n, sua fatoracao LU, obtida com estratégia de pivoteamento
parcial, € tal que todos os elementos da matriz L tém médulo menor ou igual a 1”.

O vetor p que armazena a informagao sobre as permutacbes realizadas durante a fato-
ragdo LU pode ser construido como p(k) = i, se na etapa k a linha i da matriz A%~ for
escolhida como a linha pivotal. Desta forma, o vetor terd dimensdo (n —1) x 1. Para o
Exemplo 7, teriamos p = (3, 3)T; a dimensdo de p é (n — 1) x 1, uma vez que sio
realizados (n — 1) etapas. Esta forma para o vetor p € mais eficiente em implementacoes
computacionais porque na fase da resolugao dos sistemas triangulares o vetor Pb pode
ser armazenado sobre o vetor b original.

Reescreva o algoritmo para a resolugdo de Ax = b através da fatoracdo LU com
estratégia de pivoteamento parcial, usando o vetor p conforme descrito acima.

Prove que se B é matriz m x n, m = n com posto completo, entdo a matriz C= BB ¢é
simétrica, definida positiva,

Em cada caso:
a) verifique se o critério de Sassenfeld é satisfeito;

b) resolva por Gauss-Seidel, se possivel:

10 1 1 12
aw| 1 2@ 1lv o= 12
1 1 10 12

[ -
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23.

25.

a)

b)

c)

b)

a)

b)

c)

Usando o critério de Sassenfeld, verifique para que valores positivos de k se tem
garantia de que o método de Gauss-Seidel vai gerar uma seqiiéncia convergente para a
solucdo do sistema:

kx; + 3%, + x5 =1

|
L b

Escolha o menor valor inteiro e positivo para k e faga duas iteragdes do método de
Gauss- Seidel para o sistema obtido.

Comente o erro cometido no item (b).

Considere o sistema linear

Verifique, usando eliminacdo gaussiana, que este sistema ndo tem solug@o. Qual serd o
comportamento do método de Gauss-Seidel?

Através de um sistema 2 X 2, dé uma interpretagdo geométrica do que ocorre com

Gauss-Seidel quando o sistema n3o tem solucdo e quando existem infinitas solugdes.

Aplique analitica e graficamente os métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel no sis-
tema:

Iy + x,= 2

Repita o item (a) para o sistema obtido permutando as equagdes.

Analise seus resultados.
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26. Verifique que, se lim x¥) = @, onde x0*1) = Cx0) + g, entiio o é solucio de x = Cx + g.

k-

27. Prove que, no método de Gauss-Seidel, vale a relagao:

29,

( A
ek+l) = e (a12 e&k} + 2, eg“} s +a]ne9‘))
11

4+ 2 ol el 4 )
2

-1 + +
et = L oD g ) s a1

. @) Um possivel teste de parada para um método iterativo é testar se Ax*) —b estd préximo

de zero, quando entdo x(¥) serd escolhido como aproximagdo da solugio x* do
sistema. Como realizar computacionalmente este teste?

b) Compare o “custo” computacional de usar o teste acima com o “custo” do teste
(xk+1) _ x(k)) estar préximo de zero.

Considere o sistema linear cuja matriz dos coeficientes € a matriz esparsa

1 1 -1 2 -1 2
2 0 0 0 0 2
A=|0 2 0 0 0 e b= 2
4 0 0 16 0 20
0 0 - 0 0 4

a) Ache a solugdo por inspecéo.

b) Faga mudangas de linhas na matriz original para facilitar a aplicagdo do método da
Eliminagao de Gauss. O que vocé pode concluir, de uma maneira geral?

c) Aplique o método de Gauss-Seidel ao sistema. Comente seu desempenho.

d) Faca uma comparacao da utilizagdo de métodos diretos e iterativos na resolugdo de
sistemas lineares esparsos.
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30. Ao resolver um sistema linear Ax = b por um método direto, vérios problemas podem

3.

implicar a obtencido de uma solugio, x,, apenas aproximada, para X. Chamamos
Iy = AxXg — b o residuo m@axﬂ. Note qufrﬂ=Ax0—bl=AxD—Ax=A(x:0fi)=Az.
Se Az = 1, fosse resolvido sem erro, entdo X = X; — z seria a solugado do sistema: este
ndo € o caso, mas esta observagdo pode ser usada como base para um esquema iterativo
para “refinamento” de solucdes aproximadas.

E razodvel supormos que X, = X — Z (z, solugdo aproximada de Az = r;) seja uma
“solugdo” de Ax = b, melhor do que x;,. Com x, construimos um novo residuo r; = Ax, —b
e continuamos o processo. Na realidade, podemos continud-lo tantas vezes quanto
quisermos, 0 que nos fornece o seguinte

Algoritmo: (Refinamento Iterativo)

Seja r uma solugéo (aproximada) para Ax = b, obtida por algum método direto, € >0 e
itmax o nimero méiximo de iteracdes permitido.

Parai =1, 2, ..., itmax
r=Ax-b
z:solucdode Az=r

X=X—-12

se max |z| / mix |x;| < ¢, fim. A solugdo é x. Se i > itmax, envie mensagem de
1<i<a 1<isn

ndo convergéncia em itmax iteragoes.

a) Justifique por que devemos usar fatoragao LU neste caso para resolver os sistemas
envolvidos.

b) Neste caso, ndo devemos sobrepor L e U em A. Justifique.

Para cada um dos sistemas lineares a seguir, analise a existéncia ou nido de solugao,
bem como unicidade de solugido, no caso de haver existéncia.

a)3x + 2y = 7 sm + k = 20
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4x; + 2%, — 3x7 = 4
c)][xl 2 . d) 6x + 4y — 3z + w = 10

631 + sz - 43.3 = 6

3% - Xy + 4X;3 =6 3x-2y+ z= 8
e) h

X=-3y+4z= 6
Gy = 2%+ 3y =°8 9x + 4y - 5z = 11

2x - y+3z= 8 x- 3y+ z=1
g) X - S5y+ z=-1 h) | 6x — 18y + 4z = 2
4x - 1ly + 5z = 6 7x - 21y + 5z = 3
6u—- 3v= 6
X— v+ z=1
i}|6x—18§+4z-2 j) g“'l's"” :
u - v= §
X+ - z=4 8u - 4v =17
(4a + 5b+ Tc= 1
-a- b- ¢= 2
k)l 3a+4b + 6= 3
-a+ b+ 7c=-11
2a + 5b + 13¢c = -8

. Invente um sistema linear com 6 equagbes e 4 varidveis sem solucdo, outro com
solugdo tinica e outro com infinitas solucdes. Justifique cada caso.

. Resolva os sistemas lineares abaixo usando a fatoracdo de Cholesky:

[ 16x;, + 4x, + 8x3 + 4x, = 32
4x; + 10x, + 8xy; + 4xy = 26
8x; + 8x, + 12x5 + 10x, = 38
4x; + 4x, + 10x; + 12x, = 30

20%; + Txy + 9%y = 16
b) 7x; + 30x, + 8x3 = 38
9x; + 8x, + 30x; = 38

a) !
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: _ R 7
34. SejaA—(T 13}

a) obtenha o fator de Cholesky de A;

b) encontre 3 outras matrizes triangulares inferiores R, tais que A = RRT,

35. Prove que se A: n X n é simétrica definida positiva entio A1 existe e é simétrica definida
positiva.

36. Dizemos que A:nXn é uma matriz banda com amplitude q se a, i =0 quando
li—-jl>q.
Escreva um algoritmo para obter a fatoragio de Cholesky de uma matriz banda g,
simétrica, definida positiva, tirando proveito de sua estrutura.

PROJETO

a) Compare as solugdes dos sistemas lineares

X ~ y=1 . ) S y=1
x - 1.00001 y =0 x—099999 y =0

Fatos como este ocorrem quando a matriz A do sistema estd pr6xima de uma matriz
singular e entdo o sistema é mal condicionado.

Dizemos que um sistema linear é bem condicionado se pequenas mudangas nos coefi-
cientes e/ou nos termos independentes acarretarem pequenas mudancas na solu¢do do
sistema. Caso contrdrio, o sistema € dito mal condicionado.

Embora saibamos que uma matriz A pertence ao conjunto das matrizes ndo inversiveis
se, € somente se, det(A) = 0, o fato de uma matriz A ter det(A) = 0 ndo implica
necessariamente que o sistema linear que tem A por matriz de coeficientes seja mal-
condicionado.

O niimero de condi¢do de A, cond(A) = Il All Il AUI, onde Il . || é uma norma
de matrizes [14], € uma medida precisa do bom ou mau condicionamento do
sistema que tem A por matriz de coeficientes, pois demonstra-se que

1 : {IIA - Bl

cond(A) e BTN tais que B € ndo invcrsfvel}.
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b) As matrizes de Hilbert, H , onde

b; = ﬁ , 1 =1, j =< n sdo exemplos cldssicos de matrizes mal condi-
1 —_
cionadas.

(b.1) — Use pacotes computacionais, que estimam ou calculam cond(A), para verificar
que quanto maior for n, mais mal condicionada é H .

(b.2) — Resolva os sistemas H x =b_,n=3,4,5, .., 10, onde b € o vetor cuja i-ésima
componente é

T Desta forma a solugdo exata seré: "= 1T
i+j-
j=1

(b.3) — Analise seus resultados.
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4.1 INTRODUGCAO

No processo de resolucdo de um problema pritico, € freqiiente a necessidade de se obter a
solugdo de um sistema de equagoes néao lineares.

Dada uma fun¢éo ndo linear F: D C R" — R", F = (f, ..., £ )T, o objetivo é
encontrar as solugbes para:

F(x) =0
ou, equivalentemente:

'fl(xl,xz,...,x)-ﬂ
£ (x4 %, ..., x) =0
g (1

f(xs %, o0, x) =0

192
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Exemplo 1
fi (g, %) =xf + -2 =0

x3
fz(xl,xz)-x%——b——l-(}

Figura 4.1

Este sistema ndo linear admite 4 solugdes, que sao os pontos onde as curvas

x
x2+x§=2 e x%—;-lseinterocptam.

Exemplo 2

fz(xl,xz}-x%—xl+1-0
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A
X;

-n,4w y 04 0.6 1
X4

0.2

Figura 4.2

Este sistema ndo tem solugdo, ou seja, nfio existem pontos onde as curvas
x% -X =02 e x% - X; = -1 se interceptem.

Usamos a seguinte notagio:

(x, ) (£,00 )
x f2(x)
x| e Fx) = : (2)
x. f Ex)
& S

Cada fung@o f;(x) € uma fungéo ndo linear em x, f: R" > R,i=1,.., n, e portanto
F(x) € uma fung¢édo nio linear em x, F: R" - R".

No caso de sistemas lineares, F(x) = Ax — b, onde A € R" %",

Estamos supondo que F(x) estd definida num conjunto aberto D < R" e que tem
derivadas continuas nesse conjunto. Ainda mais, supomos que existe pelo menos um ponto
x* € D, tal que F(x*) = 0.
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O vetor das derivadas parciais da funcdo f; (x,, Xy, ..,y xn) € denominado vetor
gradiente de f,(x) e serd denotado por Vi(x), i = 1,..., m:

ox)  at(x) ox) |
o o

Vfi(x) = (3)

A matriz das derivadas parciais de F(x) é chamada matriz Jacobiana e seré deno-
tada por J(x):

(of,(x)  ofy(x) af, (x) )
r Vi {x)’!’ \ axl 612 ax|1
vfl " an(x) amkx)  afyx)
40 oy o,
W= - |- | (4)
. 5 '
Vi (x) ) of (x) of (x) o of (x)
0%, 9%, X

\ /

Exemplo 3

Para o sistema nao linear

x%—3x11%+1-ﬂ

e ‘ 3x2x, — x3 = 0

a matriz Jacobiana correspondente sera:

Jx) = [ 31:% - Sx% ~ L‘u:;::2 ]
6x,x, - 3x3
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Exemplo 4 (Tridiagonal de Broyden (24))

f(x) = *Zx% + 3x; - 2%, + 1
F(x) = ¢{ fi(x) = —fo + 3%, - X - 2%, + 1, 2=sism-1
f(x) = -2x2 + 3x, — X,

¢ a matriz Jacobiana correspondente é:

( —4;1 +3 -2 0O ... 0 0
-1 —4x, + 3 -2 ... 0 0
J(x) =
0 0 0 -1 —4x_+3

Os métodos para resolugdo de sistemas ndo lineares sdo iterativos, isto €, a partir de
um ponto inicial x'%), geram uma seqiiéncia {x*)} de vetores e, na situagio de convergéncia:

lim x(¥) = x*
K=o

onde x* é uma das solugdes do sistema ndo linear.

Em qualquer método iterativo, é preciso estabelecer critérios de parada para se aceitar
um ponto x® como aproximagdo para a solucdo exata x* ou para se detectar a divergéncia do
Processo.

Uma vez que na solugdo exata x* temos F(x*) = 0, um critério de parada consiste em
verificar se todas as componentes de F(x*)) tem médulo pequeno.

Como F(xK)) é um vetor do R", verificamos se Il F (x¥) Il < € onde Il . Il é uma norma
de vetores [14].
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Em testes computacionais, ¢ comum usarmos a norma infinito:

parav € R",

IVl = max |v;]
1=i=n

Outro critério de parada é verificar se || x®*D) — x(¥) || estd préximo de zero, isto
é, x*+1) ¢ escolhido como aproximacio para x* se, por exemplo:

[xE+D — x| < e.

Para se detectar a divergéncia e interromper o processo de cdlculos, usamos o
teste com um nimero méximo de iteragdes. Pode-se também interromper o processo se,
para algum k, || F(x(¥)) || for maior que uma tolerancia, por exemplo, se || F(x®) |, > 10%.

4.2. METODO DE NEWTON

O método mais amplamente estudado e conhecido para resolver sistemas de equacao nao
lineares € o método de Newton.

No caso de uma equagdo ndo linear a uma varidvel, vimos no Capitulo 2 que,
geometricamente, 0 método de Newton consiste em se tomar um modelo local linear da
funcao f(x) em torno x,, ¢ este modelo € a reta tangente a fungao em Xx,.

Ampliando a motivagdo de se construir um modelo local linear para o caso de um
sistema de equagdes ndo lineares, teremos: conhecida a aproximagio x) € D, para
qualquer x € D, existe c; € D, tal que:

£(x) = £,x®) + V()T (x-x®) i=1,.., n (5)

Aproximando Vf(c,) por V(x®), i = 1,..,, n temos um modelo local linear para
f.(x) em torno de x®:

f(x) = £(x®) + Vi xO)T (x - x®) i=1,.,n (6)
E, portanto, 0 modelo local linear para F(x) em torno de x® fica:

F(x) = L (x) = F(x®) + J(x®) (x — x®)) @)
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A nova aproximacio x*1) ser o zero do modelo local linear L,(x).
Agora,
L (x) =0 < Jx®) (x — x®) = - Fx®). (8)

Se denotamos (x — x¥)) por s®) temos que x**1) = x®) 4 5®) onde s® ¢ solugdo
do sistema linear:

J(x®) s = — F(x®), (%)

Observe que dado o ponto x(¥), a matriz J(x(¥)) £ obtida avaliando-se J(x) em x(®)
e, em seguida, o passo de Newton, s, é obtido a partir da resolugio do sistema linear (9).

Portanto, uma iteracdo de Newton requer basicamente:

i) a avaliacio da matriz Jacobiana em x(¥);

ii) a resolugdo do sistema linear J(x®)s = —F (x®)) e, por este motivo, cada
iteracdo € considerada computacionalmente cara.

Em relagdo ao item (i) pode-se empregar métodos baseados em fatoracio da
matriz Jacobiana. Métodos iterativos podem ser também aplicados; por serem iterativos,
obtém uma aproximacdo para a solugdo exata do sistema linear e, conseqiientemente, o
passo de Newton, s®, nio é calculado exatamente. Por esta razio, o método de Newton
com a resolugdo do sistema linear através de um método iterativo é denominado método
de Newton inexato.

ALGORITMO:
Dados x, g, >0eg, >0, faca:

Passo 1: calcule F(x®) e J(x®);

Passo 2:  se || F(xW) || <e,, fagax = x® ¢ pare;
caso contrario:

Passo 3: obtenha s, solucdo do sistema linear: J(x®)) s = — F(x®);

Passo 4: faga: x(k+1) = x(K) 4 g(k).
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Passo 5: se || x(+D) — x®) || < ¢, faga X = x(**1) ¢ pare;
caso contrario:

Passo 6: k=k+1;
volte ao passo 1.

Exemplo 5

Aplicar o método de Newton i resolugio do sistema ndo linear F(x) = 0 onde F(x) é dada
por:

-3
F(x):( :% iZ_g ],cujassolugéessﬁox*:( [3] ] e x**:(g),

usando € = €, = g, = 1074,
1 1

J(x) = .

(x) ( le 2,;2 ]

Comecemos com x©) = ( ; ) :

k=0:

RO =(f)i IOl =1

1) =( s o ]

1oL\ (3 o .(-138)_(-1625
2 10 -17 ) -11/8 -1.375

(1) o (0 _ (1) _ (138 _(-0.625) _ -5/8
RS =R (5) (11;‘8 3.625 29/8

|| xX¥ - xO || = max { 1.625, 1.375} = 1.625>> ¢
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K=1:

0 0
( = = . (1) -
B ( 145/32 ] ( 4.53125 ) s )| BxD) ||, = 4.53125 >> €y
1y - 1 1
=) ( -5/4  29/4 )

1 1\, 0 . [ ¥0533
-5/4 29/4 |° 7| -4531 S -0.533

3as )+ s ) - (3w

R, |
.- =8 | 3.625 ~0.533 3.0917

| x2 - x|, =0.533 >> ¢,

Prosseguir as iteragdes até que || F(x®) ||, < 10* ou || x&+D - x® | < 1074

A caracteristica mais atraente do método de Newton é que sob condigbes adequa-
das envolvendo o ponto inicial x(), a funcdo F(x) e a matriz Jacobiana J(x), a seqiiéncia
gerada {x®} converge a x* com taxa quadrética. E importante observar que os resultados
de convergéncia obtidos sao locais no sentido de que a aproximagcio inicial x(¥) deve estar
suficientemente proxima de x*.

Ao leitor interessado em mais detalhes sobre o teorema de convergéncia e o
resultado de taxa quadratica, indicamos a referéncia [8].

4.3 METODO DE NEWTON MODIFICADO

De maneira andloga ao caso de uma equagdo nao linear (Exercicio 14, Capitulo 2), a
modificagdo sobre o método de Newton consiste em se tomar a cada iteragdo k a matriz
J(x), em vez de J(x(¥): a partir de uma aproximagio inicial x(?), a seqiiéncia {x®} &
gerada através de x(k*D) = x®) 4 s®) onde st ¢ solugio do sistema linear:

J(x@®) s = — F(x®) (10)
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Desta forma, a matriz Jacobiana é avaliada apenas uma vez e, para todo k, o
sistema linear a ser resolvido a cada iteragdo terd a mesma matriz de coeficientes: J(x(?),

Se usarmos a fatoragdo LU para resolvé-lo, os fatores L e U serdo calculados
apenas uma vez e, a partir da 2% iteracdo, serd necessario resolver apenas dois sistemas
triangulares para oebter o vetor s®).

Exempilo 6

Vamos usar aqui o método de Newton Modificado para o sistema ndo linear do Exemplo 5:

X, + X, -3=0
, comegando com x(?) =( ; ]
x% +x%—9 =0

1 1
Temos J(x) = ( 2, 2x, ) "
Assim,
F(x(®) = ( 137 ) e JxO) =( ; 110 }
Entio:
J(x)s =( :137 ]
2s; + 10s, = -17 -11/8 -1.375

[S]"' S, = -3 [—13}8) (—1.625)
= 8§ = =

1 ~13/8 ~0.625
(1) = ) 4 ¢ = _
ST (5]+(—1118] ( 3.625]
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Agora, para calcular x(2), resolvemos

Ix) s = - Fx(V) = - [ 4*5:(3}125 J

{ s;+ 5, =0 (m.smzs]

-

25, + 105, = 453125~ ° T |-0.56640625

: > Y e —0.625 0.56640625
DB RET S [ 3.625 ~0.56640625

@ - [ —0-05859375
=¥ { 3.05859375 |

Prosseguir as iteragdes até obter convergéncia.

Deixamos, como exercicio, escrever formalmente um algoritmo para este método.

4.4 METODOS QUASE-NEWTON

A motivagdo central dos métodos quase-Newton € gerar uma seqii€ncia {x{k]} com boas proprie-
dades de convergéncia, sem no entanto avaliar a matriz Jacobiana a cada iteragdo, como ¢
necessirio no método de Newton.

Um exemplo é o método de Newton Modificade que requer o cédlculo da matriz
Jacobiana apenas na iteragdo inicial, porém a propriedade de taxa quadrética € perdida e em seu
lugar consegue-se apenas taxa linear.

A seqiiéncia {x%)}, nos métodos quase-Newton, é gerada através da férmula:

xk+D) = (k) | oK) (11)

onde 5*) ¢ a solugdo do sistema linear:

BRSO - _ Fx®, (12)
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Nos métodos quase-Newton que estudaremos nesta segdo, as matrizes B%) sdo
atualizadas a cada iteracao e € imposta a condic¢ao de que tais matrizes satisfacam a seguinte
equagao:

B+ (x(k+1) _ x(K)) = F(x®+D) — F(x(¥) (13)
devido a seguinte motivagao:
conhecidos x®), F(x®)), x(k+1) F(x(*+1)) o0 modelo linear:

Ly, (x) = F(x®*1)) 4 B+ (x — x(ktd)) (14)

pode ser considerado uma aproximagio para F(x) em torno de x®*D, e a igualdade
L, ,(x®*D) = F(x®+) ¢ satisfeita para qualquer escolha para B(+1),

Colocando ainda a condigéo:

L, ,(x®) = Fx®) (15)
teremos:

L, ,,(x®) = Fx®+D) 4+ B&+D (x® _ x(k+1)) = F(xX) (16)
e, portanto,

B+ (xk+1) _ x(0)) = B(x(+D) _ F(x®)), 17

Se s® = x(k+1) _ x(&) ¢ y&) = Fx&+D)) — F(x(k)), a equagio (17) fica:

Blk+1) ) = (k) (18)

que ¢ conhecida como equacdo secante e, por esta razio tais métodos sdo também chama-
dos de métodos secantes.

E importante observar que o método da secante estudado no Capitulo 2 consiste
em se tomar como aproximacio da funcdo f(x), na iteragdo k, a reta r(x) que passa pelos

pontos (x,, f(x,)) e (x4, f(x,4)):

r(x) = f(x,,,) + b(x—=x,,,) (19)
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e, impondo as condigbes:

r(xk) = f(xk} € I(xk.q) - f(xkﬂ) (20)

obtemos:

b = fxp,1) — fx)

= = 21
D "% = Y e

¢ b satisfaz a equacio secante.

Neste caso, existe uma tnica escolha para b de forma que as condigoes (20) sejam
satisfeitas.

Mas, para n > 1, a equagao secante nao € suficiente para determinar uma fnica
matriz, uma vez que sdo n equagbes e n? varidveis (os elementos da matriz B&+1),

Os métodos quase-Newton diferem entre si pelas condigdes adicionais impostas
sobre B&+1), tais como:

— obedecer a algum principio de variagio minima em relagio a B);

— preservar alguma estrutura especial da matriz Jacobiana, como simetria e es-
parsidade.

A férmula para B&*1), proposta por Broyden [8] em 1965, é a seguinte:
Blk+1) = Bk 4 yE)(sknT (22)

onde

: k) _ glk)g(k)y
W o
“ (WNT ) 3)

Existem vérios outros métodos quase-Newton (ver [8], [15]); e € importante res-
saltar que em varios deles, além de se evitar o cdlculo da matriz Jacobiana, o esforgo
computacional necessario para a resolugdo do sistema linear ¢ reduzido em relagao ao
esforco realizado no método de Newton [22].
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EXERCICIOS

Usando alguma linguagem de programagdo, escreva um programa para o método de New-
ton e para o método de Newton Modificado.

Resolva os sistemas néio lineares abaixo usando seus programas para os métodos de New-
ton e Newton Modificado com € = 1074

2 2
Xy + -2=0
@ 1T x© = (1.5, 2.0)T
es -1+ xg -2=0
4x, - x? +x, =0
D ey KOs,
9 4 n

2%, - x7 + 8  4x, - X3
c} 9 L 4 = K(U} = (_]_II _I)T
Bk, —4x] + x5 +1=0

d) (Fungdo de Rosenbrock) [24]

B o b T
{1—x;=0 x© = (1.2, 1)

¢) (Broyden Tridiagonal) [24]

fi(x) = 3-2x)x; - 2x, + 1 =0
fi(x) = G—-2x)x; — X, — 2x,; + 1 =0, i@ Dy 9
fio®) = B-2x9)X1g — %g + 1 =0

x0 = (=1, -1,..., =T
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f) (Funcao Trigexp de Toint) [29]

[ f(x) =3x{ + 2%, — 5 + sen(x; — x,)sen(X; + X,) = 0
fi(x) = =x;_;e®ia=%) + x,(4 + 3x?) + 2x,, +
+ sen(x; — x;,q)sen(x; + x,,,) -8=0, i=2...,9
fio(x) = - xgefxg“w} +4x,-3=0

x0 = (©,0,...,0T

3. O método de Newton pode ser aplicado para a resolucdo de um sistema linear Ax = b.
Neste caso, quantas iteraches serdo realizadas? Por qué?

PROJETOS

1. METODO DE NEWTON DISCRETO

Uma das dificuldades do método de Newton estd na necessidade de se obter as derivadas
of (x)
&xj :

parciais:

Ainda que se tenha um programa disponivel para 0 método de Newton, cabe ao
usuario programar as rotinas de avaliacdo da fung¢do F(x) e da matriz Jacobiana. A fungio
F(x) pode ser dificil de ser derivada e, nestes casos, uma alternativa é usar aproximacoes
por diferencgas para as derivadas parciais.

Para uma fungio f(x) de uma varidvel, temos que:

£(x) - D5 h}: = (0. V|

Para o caso de uma fungéo de R® em R™ F(x) = (f;(x), ..., £ (x))T, fi(x;, ... ),
f, : R*® — R, cada derivada parcial serd aproximada por:

of(x) filx + hej) - £(x)

axj h

sendo ¢; = (0, 0,...1, 0,...0)T onde o elemento igual a 1 ocupa a posigio j.
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Com esta aproximagao, a matriz J(x!)) serd trocada por J(x®¥), onde cada
elemento (i, j) de J(x®)) ¢ obtido por:

k k
£(x + he) — £(x¥)
h

, h=20

ou seja, a coluna j de J(x(¥)) serd aproximada por:

F(x + hei) — F(x)
h

e, desta relagio, concluimos que a aproximagio para J(x(¥)) evita o cdlculo das derivadas,
mas requer n avaliagdes adicionais para a fungao F(x).

A escolha do passo h deve ser bastante cuidadosa. Em [8] hd uma boa orientagio
sobre este assunto.

Escreva um programa para o método de Newton trocando as derivadas parciais
pela aproximacio por diferencas, usando h = 102, Resolva os sistemas ndo lineares propos-
tos no Exercicio 2 e compare os resultados.

2. NEWTON E OS FRACTAIS

Todos os que trabalham com métodos iterativos para resolver sistemas de equagdes nao
lineares deparam-se, em algum momento, com teoremas de convergéncia local do tipo: “Se
o ponto inicial ¢ tomado suficientemente préximo de uma solucéo, entao o método converge
para essa solucdo”. Assim, pensando em duas dimensdes, ao redor de cada solugdo do
sistema existe uma regido que “atrai” a seqiiéncia gerada pelo método iterativo se o ponto
inicial estiver nessa regiao.

Porém, o que acontece se o ponto inicial ndo for tomado em nenhuma dessas
regides? O teorema de convergéncia local ndo garante nada e, portanto, 0 método pode
convergir ou ndo. Se houver convergéncia, para qual solugio a seqiiéncia gerada serd atrai-
da? Mais ainda, como geralmente (¢ por que néo dizer, nunca) ndo temos nenhum conheci-
mento a priori das solugdes, € muito menos de quao préximo estamos de uma, ndo podemos
sequer afirmar se o ponto inicial estd ou ndo em uma dessas regides. Claramente, se algum
termo da seqiiéncia gerada pertencer a uma dessas regides, a solugido correspondente ird
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atrair o resto da seqiiéncia, fazendo com que o método convirja. A partir desta observagdo,
podemos afirmar que a “regido de convergéncia” do método iterativo € maior do que a
prevista pelo teorema de convergéncia local.

No inicio deste século, Gaston Julia [19] e Pierre Fatou [10] publicaram uma série
de artigos sobre o estudo de propriedades iterativas, tendo como um dos objetivos o método
de Newton para o célculo de zeros de fungbes complexas (equivalente a encontrar a solucéo
de um sistema de equagdes reais de dimensdo dois). Eles provaram que, aplicando o método
a uma dada funcgdo, é possivel que haja seqiiéncias que convirjam, que sejam periodicas ou
ainda que divirjam. Observaram ainda que as fronteiras entre as regides de convergéncia
eram curvas extremamente complicadas.

Na década de 1960, Benoit Mandelbrot [21] comecgou a estudar alguns conjuntos
irregulares da natureza, altamente interessantes, tais como as galdxias e os flocos de neve.
Ele conseguiu perceber certos padrdes nas irregularidades apresentadas por essas formas e
assim definiu a nogdo de conjunto fractal. Essencialmente, um conjunto fractal € um con-
junto que possui a propriedade de auto-similaridade, isto €, um nimero finito de translagdes
de qualquer subconjunto, ndo importa 0 qudo pequeno, recria o conjunto inteiro. Poste-
riormente, Mandelbrot retomou os trabalhos de Fatou e Julia, utilizando computadores para
desenhar as regides estudadas por eles, de maneira a observar o comportamento caético que
produz a estrutura fractal.

Seja F : R> - R? e F(x, y) = 0 o sistema ndo linear a ser analisado. Para cada
solugdo (x} , y;), 1 = 1, ... L, desse sistema, associamos uma cor diferente C_ e seja C, uma

cor distinta de todas as outras. Seja K o nimero maximo de iteragdes permitidas do método
de Newton e € > () a precisdo desejada.

Considere agora que a tela do computador representa uma regido discretizada
do plano euclidiano, T = {(x;, y) | i=0 .,N,j=0,., M} Paracada (x,, y) € T
. ] : L |
aplicamos o método de Newton a partir desse ponto. Se para alggm k< Ker< L,
Il (x¥, y¥) — (!, y/) Il <&, associamos a cor C_ ao ponto (X, y;). isto €, fazemos
COR(, j) = C; caso contrério, COR (i, j) = C;,. O resultado, devido a computagao numeérica
e a erros de arredondamento, € uma aproximacéao da regido de convergéncia em T.

Podemos também construir uma cépia dessas regides, onde a cor associada a cada
ponto (x;, yj) estd relacionada ao nimero de iteragdes. Para isto, escolhemos as cores C,,
k = 1,..., K e associamos COR(, j) = C, se k = K e COR(, j) = C, caso contririo.
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Temos, assim, dois mapas para cada sistema: “Para onde convergiu” e “Como conver-

"

giu”.
Utilizando £ = 10 %e K = 20, construa os mapas descritos para os sistemas:
Sistema I
2 _ Y2 - 1=0
2xy = 0
Solugdes: (xl R yl)_(l 0), (xl : yZ) = (-1, 0)
T == l+ﬁ‘_I+M comM,N=100, 0si=N 0=j=M
Sistema II
x3 - 3xy2 -1=0
Wy -y =
Solugdes: (x* , y*) = (1,0 1 - [L. 2B
olugdes: (x7, y) h (3. ¥3) = » (x3.¥3) R
:{( 1.5 +ﬁ, —15+-1J}c0mM N =100, 0<i<N,0<j<M
Sistema 11

x2-y2-1=0

K +y2 -2+ -4 =0
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Solugdes: (x‘; 4 y?):(l,[}) : 2' yz)‘( 1,0),
31}’3) (-1.58, - 1.22), 4'y4)_(158122)
(x5, y5) = (1.58, -1.22), (xg ., yg)=(1.58,1.22)

T'= {[2+%,~2+%l’comM,NEIOD, 0<sisN 0=j=M

Para maiores detalhes sobre este assunto, sugerimos a referéncia [28].
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5.1 INTRODUGCAO

A seguinte tabela relaciona calor especifico da dgua e temperatura:

|
temperatura 20 ' 25 30 35 40
O
calor 0.99907 0.99852 0.99826 0.99818 0.99828
especifico
temperatura 45 50
Qe
calor 0.99849 0.99878
especifico
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Suponhamos que se queira calcular:
i) o calor especifico da dgua a 32.5°C;

if) a temperatura para a qual o calor especifico € 0.99837.

A interpolacdo nos ajuda a resolver este tipo de problema.

Interpolar uma fungao f(x) consiste em aproximar essa funcdo por uma outra
fungdo g(x), escolhida entre uma classe de fungoes definida a priori € que satisfaga algumas
propriedades. A fungdo g(x) € entdo usada em substituigido a fungao f(x).

A necessidade de se efetuar esta substituicao surge em varias situagoes, como por
exemplo:

a) quando sdo conhecidos somente os valores numéricos da fungdo para um
conjunto de pontos e é necessario calcular o valor da funcao em um ponto nao
tabelado (como € o caso do exemplo anterior);

b) quando a funcdo em estudo tem uma expressao tal que operagdes como a
diferenciagido e a integragdo sao dificeis (ou mesmo impossiveis) de serem
realizadas.

5.1.1 UM CONCEITO DE INTERPOLACAO

Consideremos (n + 1) pontos distintos: X, Xy,..., X, chamados nds da interpolagdo, ¢ 0s
valores de f(x) nesses pontos: f(x;), f(x,),..., f(x,).

A forma de interpolagdo de f(x) que veremos a seguir consiste em se obter uma
determinada fungdo g(x) tal que:

' g(xﬂ) - f(xo)
g(xy) = f(x)

g(x,) = f(x,)
2 2 (1)

g(x.) = f(x)
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GRAFICAMENTE
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Figura 5.1

Neste texto consideraremos que g(x) pertence a classe das funcgdes polinomiais.
Observamos que:

i) existem outras formas de interpolagao polinomial como, por exemplo, a for-
mula de Taylor e a interpolagdo por polinémios de Hermite, para as quais as
condigoes de interpolagao (1) sao outras.

ii) assim como g(x) foi escolhida entre as funcdes polinomiais, poderiamos ter
escolhido g(x) como funcédo racional, funcao trigonométrica etc.

5.2 INTERPOLACAO POLINOMIAL

Dados os pontos (x,, f(xy), (x;, f(x,)),..., (x,, f(x,)), portanto (n+1) pontos, queremos
aproximar f(x) por um polinémio p_(x), de grau menor ou igual a n, tal que:

f(x,) = p,(x,) k=012..,n
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Surgem aqui as perguntas: existe sempre um polinémio p (x) que satisfaca estas
condigbes? Caso exista, ele € tinico?

Representaremos p_(x) por:
p(x) =a;,+ax+ azx2 Fome A XN
Portanto, obter p_(x) significa obter os coeficientes a, a,,..., a .

Da condicio p“(xk) = f(x,), ¥ k=0, 1, 2,.., n, montamos o seguinte sistema
linear:

-au+alxﬁ+32x%+...+anx3-f[x0}
a0+alx1+azx%+...+anx‘1‘-f{x1}

haﬂ+aixn+azxﬁ+...+anx:-f(xn)

com n + 1 equagdes e n + 1 varidveis: a;, a;,..., 2.

A matriz A dos coeficientes é

L xp % ... %}

11i:1 x%... x‘ll
A =

1xnxﬁ x:

que € uma matriz de Vandermonde e, portanto, desde que x, X,,..., X, sejam pontos distin-
tos, temos det(A) = 0 e, entdo, o sistema linear admite solucao tnica.

Demonstramos, assim, 0 seguinie teorema:

TEOREMA 1

Existe um tinico polinémio p_(x), de grau < n, tal que: p_(x,) = f(x), k=0, 1, 2, ..., n
desde que x, = x].,j = k.
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5.3 FORMAS DE SE OBTER p_,(x)

Conforme acabamos de ver, o polinémio p_(x) que interpola f(x) em xg, X,,..., X, € dnico.
No entanto, existem vérias formas para se obter tal polindmio. Uma das formas € a resolu-
¢ao do sistema linear obtido anteriormente. Estudaremos ainda as formas de Lagrange e de
Newton.

Teoricamente as trés formas conduzem ao mesmo polinémio. A escolha entre elas
depende de condigdes como estabilidade do sistema linear, tempo computacional etc.

5.3.1 RESOLUCAO DO SISTEMA LINEAR

Exempio 1

Vamos encontrar o polindmio de grau = 2 que interpola os pontos da tabela:

x é—l 0 2

f(x) 4 1 -1

Temos que p,(x) = a; + a;x + 3212;

Py(Xo) = f(Xp) <> 3y -3, + 2, =4
pz(xl) = f(xl) 3, = 1
Py(x,) = f(x,) <= aj + 2a, + 4a, = -1.

Resolvendo o sistema linear, obtemos:

ag=1 28,=-73 ¢ a =23

Assim, py(x) = 1 - %x + %xz € o polindmio que interpola f(x) em x, = -1,

x]=0exz=2.

Embora a resolugdo do sistema linear neste exemplo tenha sido um processo
simples e exato na obtencio de p,(x), ndo podemos esperar que isto ocorra para qualquer
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problema de interpolagio, uma vez que, como vimos, a matriz A dos coeficientes do sistema
linear é uma matriz de Vandermonde, podendo ser mal condicionada (ver Projeto 1, item (a)
do Capitulo 3).

Por exemplo, seja obter p,(x) que interpola f(x) nos pontos x,, X, X,, X5, de
acordo com a tabela abaixo:

5 13 -4 -8

X I 0.1 0.2 03 0.4
t
fx) |

Impondo a condigdo p4(x,) = f(x,) parak = 0, 1, 2, 3, temos o sistema linear:

a, + 0.1a; + 0.01a, + 0.00la; = 5
a; + 0.2a, + 0.04a, + 0.008a, = 13
| 3 + 0.3a, + 0.09, + 0.027a; = 4

a, + 0.4a, + 0.16a, + 0.064a, = -8

Usando aritmética de ponto flutuante com trés digitos e o método da eliminagao
de Gauss, temos como resultado:

Pa(x) = —0.66 x 10% + (0.115 x 10%)x — (0.505 x 104)x? + (0.633 x 10*)x’
e, para x = 0.4, obtemos:

pa(0.4) = —10 = -8 = £(0.4).

5.3.2 FORMA DE LAGRANGE

Sejam X, X,,..., X, (n+1) pontos distintos e y; = f(x;), i =0, ..., n.

Seja p,(x) o polinémio de grau =< n que interpola f em x,,..., x,. Podemos repre-
sentar p_(x) na forma p (x) = y,Ly(x) + y,L;(x) + ... + y L (x), onde os polindmios L,(x)
sdo de grau n. Para cada i, queremos que a condigdo p_(x;) = y; seja satisfeita, ou seja:

P, (X)) = Yolo(x) + ¥, Li(X) + ... + y.La(X) = ¥, (2)
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A forma mais simples de se satisfazer esta condigéo é impor:

L (x) = { 2 : : : : e, para isso, definimos L, (x) por

) (x-x)(x-x,) ... (x-x ) (x=x,) ... (x-x))
L (xy = Xg) (X =X;) -0 (X=X ) (K= Xy pq) - (X —%)

E fécil verificar que realmente

L(x)=1e
L(x)=0seim=k.

Como o numerador de L, (x) € um produto de n fatores da forma:

(x—xi), i=0...,nink

entdo L, (x) € um polindmio de grau n e, assim, p (x) € um polinémio de grau menor ou

igual a n.

Além disso, para x = X;s i=0, ..., n temos:
n

Pa(x;) = E Vi (%) = yLi(x) = y;

k=0

Entdo, a forma de Lagrange para o polindmio interpolador é:

Pa¥) = ¥ %L (x)

k=0
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onde

n
ﬂ (K-—Ij)
j=0
i=k

L (x) =

I1 (xt—xj)
j=0
j=k

Exempio 2 (Interpolag¢do Linear)

Faremos aqui um exemplo tedrico para interpolagdo em dois pontos distintos: (x,, f(x;))
e (x,, f(x,)).

Assim, n € igual a 1 e, por isto, a interpolagao por dois pontos € chamada interpo-
lagao linear.

Usando a forma de Lagrange, teremos:

P1(x) = yoLy(x) + y,L,(x), onde

. (x —x;) (x—xp) .
Assim, p,(x) = y, m + Y, m , OU seja,

(31 = x)}'o + (x- 1'0)}’1
{xl o x{)]

py(x) =

que € exatamente a equagdo da reta que passa por (x;, f(xy)) e (x;, f(x))).
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Exemplo 3

Seja a tabela:

x ‘—1 0 2

f(x) ‘ 4 1 -1

Pela forma de Lagrange, temos que:
Po(x) = yoly(x) + YIL](K) + ysz(x)s onde:

(x-%) X-%)  (x-0) (x-2) x*-2x
Lo® = (xg—x,) (xg-%) ~ (-1-0) (-1-2) = 3

_ %) %) (xe1) x-2) _x2-x-2
(x;-%p) (x,—-%,) (0+1) (0-2) -2

(x —xp) (x—xy) (x+1) x-0) x*+
%) = (x5 —%g) (X, —%,) i 2+1) (2-0) T 6

X

Assim, na forma de Lagrange,

X

py(x) = 4( : ; Zx] + I[XZ;_E—:E) + {hl){ng K).

Agrupando os termos semelhantes, obtemos que py(x) = 1 —

mesma expressdo obtida no Exemplo 1.

9 .82
3 3

X2, que é a
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5.3.3 FORMA DE NEWTON

A forma de Newton para o polindmio p (x) que interpola f(x) em x;, x,,.., X, (n + 1) pontos
distintos € a seguinte:

Po(¥) = dy + dy(x—xg) + dy(x—xp) (x—x;) + ... + d (%) (x-%,) ... (x—x_;). (3)

No que segue, estudaremos:

i) o operador diferengas divididas, uma vez que os coeficientes d,, k=0, 1,...n
acima sao diferengas divididas de ordem k entre os pontos (x;, f(x;)), J = 0,
L X

i) a dedugdo da expressdo de p (x) dada por (3).

OPERADOR DIFERENCAS DIVIDIDAS

Seja f(x) uma fungdo tabelada em n + 1 pontos distintos: X, X;,..., X_ .

Definimos o operador diferengas divididas por:

. flxg] = f(xp) (Ordem Zero)
fx;] — flxg] f(x;) - f(xp)

flxg. %] = i) = E— (Ordem 1)

flxg, %, %] = fix, ’x:i : i[:m ull (Ordem 2)

f[xﬂ,xl,xz,x:,,]=f[x“x2’x3]_f[x°'xl'x2] (Ordem 3)

s

f{._xl-,-xz,---gxn]_ﬂ%rxlsxzs-'-:xn_ll (Ordemﬂ)
*» ~ %o

HEATS SIS SIS &
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Dizemos que f[x,, x;, ..., x;] € a diferenca dividida de ordem k da funcao f(x)
sobre os k + 1 pontos: x;, X;, ..., X}

Dada uma funcdo f(x) e conhecidos os valores que f(x) assume nos pontos distin-
tos Xy, X;, ..., X, podemos construir a tabela:

X |Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 ...  Ordem n
Xo f["o]-
fixg, x,]
x, |flx] fxg, X1, X,]
fx;, x5 fxg, Xy, X2, X3]
Xy | fx)] HESTRSAREY
| flx,, x5] fIx;, x5, X3, X4]
%3 | fx3] fTxy, x3, X4] fIxg, Xy5 X5 - X
fIx3, x,] ' |
Xy | fIx4] g x5 3 X525 xn—lr-xn]
x5 22 Xp15 X,)
fXp-1, Xa]
Xy | %)
Exemplo 4
Seja f(x) tabelada abaixo
X ‘ -1 0 1 2 3
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Sua tabela de diferencas divididas é:

X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4
-1 1
0
_1
0 1 5 1
| . 1
1 0 0 = E
-1 0
2 -1 0
-1
3 -2
Onde
fix) - fixg 11
fix)) - fix;] -1
g %) = X, - X, “1-0"""
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%) - fix %] 141
X3 — Xy 2-0

f[xl,x,z,x3]= 0

fx, . %, %3] — 1%, %5%] 04172 1

fxgs %15 %p 0 X5] = X3 — X 2+1 6

Prova—se que as diferencas divididas satisfazem a propriedade a seguir:
f[Xg, Xys -, X, € simétrica nos argumentos, ou seja, f[Xy, Xy,..., X ] = f[xjﬂ, Xj 5o xjk]
onde jg, i, - Ji € qualquer permutagdo de 0, 1, ..., k.

Por exemplo,

fx,] - f[xq] _ fxo] — fIx,]
X1 = % L

qxﬂ!xﬂ‘ -f[Xl,XO].

Para k = 2 teremos

fxg X3 X5] = f[xg, %5, x;] = f]xy, Xg, X,] = £]x,, X5, Xg] = f]X5, X, %] = fx), X, Xg].

FORMA DE NEWTON PARA O POLINOMIO INTERPOLADOR

Seja f(x) continua e com tantas derivadas continuas quantas necessirias num intervalo
[a, b].

Sejam a = X, < X; <X, <... <X, = b, (n + 1) pontos.

Construiremos o polinémio p_(x) que interpola f(x) em X, X;,..., X;. Iniciaremos

a construgio obtendo p,(x) que interpola f(x) em x = x,. E assim, sucessivamente, construi-
remos p,(x) que interpola f(x) em Xy, Xy,... Xy, k= i n

Seja py(x) o polinémio de grau 0 que interpola f(x) em x = x,. Entao,

Po(x) = f(xg) = f[xg].
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Temos que, para todo x € [a, b], x = x
flx] - flxg] £(x) - f(xg) .

f[KO,K] =

= (x - xpf[x, x] = f(x) - f(xy) =

= f(x) = f(x;) + (x = xp) f[x;, x]
P,(X) E,(x)

- Eo(x) = f(x) = p(x) = (x - xu)f[x{]: x].

Note que Ey(x) = f(x) — py(x) € 0 erro cometido ao se aproximar f(x) por py(x). Na
Secio 5.4, o erro na interpolagdo serd estudado com detalhes.

Seja agora construir p,(x), o polindmio de grau =< 1 que interpola f(x) em x, ¢ x,.
Temos que

fixg, x] - fx;, %ol _

f{x(}ix]_sx] = t{xlrx():x] =

) - fx
x—xg e %l ) - ) - (x - %I, %)

(x - x)) & - x;) (x - xp)

f(x) — f(x,) = (x = xp) f[x;, %]
=>f[xﬂ,x1,x]- - G-xp =

= f(x) = f(xy) + (x — xg) flx;, %] + (x — xp) (x — Xx) t[xo,xl,i].
p,(x) E, (x)
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Assim,

py(3) = flxg) + (x - xg) fixg. %] ¢
O am

E,(x) = (x - Xp) (x - ;) flXp X, X].

Verificagdo:
p,(x) interpola f(x) em x, ¢ em x,?

P;(xn) - f(xo)

flx,) - f(x)
Py (x0) = flxg) + (xy = ) — 1% = ).

Seja agora construir p,(x), o polindmio de grau < 2 que interpola f(x) em x, x,, x,.

Temos que:

fix;, %, X] - flxy, % %)

f[xo, Xy Xy x] = f[xz, Xy Xgp x] =

X - X
flxg, x] - f[x, , x,]
e~ o xg]
- l -
X =X
f(x) - f(x,)
m?—ﬂll:w
(x - x,) =127 %;.3)

" e .

f(x) — f(xy) - (x — xpf[x, ., x5] = (x - xp) (x — x)f[x,, x;, X) o
B (x - x) (x = X;) (x — X))

= f(x) = f(xy) + (x — xf[xp X,] + (x = Xp) (x - x) f[x(, Xy, X,] +
+ (x = xﬂ) (K == x1) (I = xz)ﬂ:x{)" x;r xzs K]'
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Entao,

py(x) = f(xg) + (x — xpffxy, %] + (x - xg(x = x (x5, %, ,%,] €
p,(x) q,(x)

Ez(x) =(x- Xo) (x-x,) (x-x,) f{xu, X Xy x].

Observamos que, assim como para py(xX) € p,(x), py(x) = p,_,(X) + qu(x), onde
qy(x) € um polindmio de grau k.

Aplicando sucessivamente 0 mesmo raciocinio para

Xgp Xy» Xps Xy

Xo» Xp» X X30 Xy

Xgp Xps Xgpeos X
teremos a forma de Newton para o polindmio de grau < n que interpola f(x) em x,,..., X

p,(X) = f(xy) + (x = x)f[xg.x,] +(x = x) (x — xf[x, X, X,] + ...

+ ot (X = Xg) (X —x) o (X=X X, Xy, X
e o erro € dado por
E (x) = (x = xp) (x ~—x,) ... (x = x) f[xg, x,,..., X, X]
De fato, p,(x) interpola f(x) em x, X;,..., X, pois sendo
f(x) = p,(x) + E (X), entdo, para todo n6 x,, k = 0,..., n, temos

f(x,) = py(x) + Ej(x) = py(xp).

=0
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Exemplo 5

Usando a forma de Newton, o polindmio p,(x), que interpola f(x) nos pontos dados
abaixo

f(x)

X l—l 0 2
! 4 1 -1

Py(x) = f(xp) + (X — xp) flxg X;] + (x — X (x - x)) f[xg, X, X5].

X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2
-1 1
-3
0 1 %
-1
2 -1

Pyx) = 4 + (x + 1)3) + (x + 1)x — 0) %.

Observamos que, agrupando os termos semelhantes, obtemos p,(X) n%xz - % x+1, que

é a mesma expressido obtida nos Exemplos 1 e 3.

Observamos ainda que é conveniente deixar o polindmio na forma de Newton, sem

agrupar os termos semelhantes, pois, quando calcularmos o valor numérico de p, (x), para X = 0,
evitaremos o célculo de poténcias. O nimero de operagdes pode ainda ser reduzido se usarmos
a forma dos parénteses encaixados descrita a seguir:

dado
py(X) = f{xo) +(x — xo) fIxO, xI] +(x - x(}) (x - x]) flxg Xp5 X,] +

+ (X —xg) (x — %) (X - X;) f[Xge X5 X0 Xg] +... +
+ (X = Xg) (X = x; ). (x =% fIXg, Xy, Xy x,]
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temos

Pn(x) = f(xo) +(x - xn) {f{xur x]] +(x- xl) {f[x[}! Xy .1'2] +
+ (x - x,) {f[xg X}, X5, X3] +... + (x —x_,) x4, X, ...y x.J...}}}

Um algoritmo para se calcular p () usando esta forma de parénteses encaixados
sera visto na lista de exercicios, no final deste capitulo.

5.4 ESTUDO DO ERRO NA INTERPOLACAO

Como ji observamos, ao se aproximar uma fungao f(x) por um polinémio interpolador de
grau < n, comete-se um erro, ou seja

E (x) = f(x) — p,(x) para todo x no intervalo [x,, x_]-

O estudo do erro é importante para sabermos quao proximo f(x) estd de p (x).

Exempilo 6

Este exemplo ilustra este fato no caso da interpolacéo linear.

YJ
fy(xq) = fa(xy) = py (xy)

fi(xo) = f2(Xg) = Py (%)
A

O mesmo polindmio p,(x) interpola f,(x) e £5(x) em x; ¢ x;.
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Contudo, o erro E%(x) = f,(x) — p,(x) € maior que E%(x) = £,(x) (%), ¥ x € (x, X)-

Observamos ainda que o erro, neste caso, depende da concavidade das curvas, ou
seja, de f;(x) e f.:(x).

Veremos no Teorema 2 a expressao exata do erro quando aproximamos f(x) por
p,(X), para n qualquer.

TEOREMA 2

Sejam Xg < X; <X, < ... <X, (n + 1) pontos.

Seja f(x) com derivadas até ordem (n+1) para todo x pertencente ao intervalo
[xp X, ]

Seja p,(x) o polindmio interpolador de f(x) nos pontos Xgp Xqy eees X0

Entdo, em qualquer ponto x pertencente ao intervalo [x,, x,], o erro é dado por

f{n+1}(Ex)
E (x) = f(x) - pp(x) = (x - Xp)(x — x)(x - x;)...(x - x) (n + 1)!

onde E, € (x4,x,).

DEMONSTRACAO
Seja G(x)=(x-xg)(x—x,) ... (x—x), ¥ x € [x,, x_]. Entdo, para x = x; temos f(x;) = p (x,),
pois G(x;) = 0 = E (x;) = 0, donde a férmula do erro est4 correta para x = Xy im0, ..om
Para cada x € (x, x), x = x;, i = 0,..., n, seja H(t) uma funcéo auxiliar, definida por
H(t) = E (x)G(t) — E_(t) G(x), t € [x,, x_].
H(t) possui derivadas até ordem n + 1, pois:
f(t) possui derivada até ordem n+1, por hipétese e
p,(t) possui derivadas até ordem n + 1; entdo

E (t) = f(t) — p,(t) possui derivadas até ordem n +1.
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G(t) possui derivadas até ordem n + 1, pois é polindmio de grau n + 1.
Assim, E (x)G(t) — E_(t)G(x) = H(t) possui derivadas até ordem n + 1.

Verificaremos, a seguir, que H(t) possui pelo menos (n + 2) zeros no intervalo
[XO! xn "

Para t = x;, 1 = 0,..., n temos que E (t) = 0 e G(t) = 0, donde H(x,) = E (x)G(x;) -
E (x)G(x) =0,i=0, 1,..., n e, para t = x, H(x) = E_(x)G(x) — E_(x)G(x) = 0

Assim, Xg, Xy,..., X, X s80 zeros de H(t).

Concluindo, temos que a fungdo H(t):

i) esté definida no intervalo [x,, x_];

if) possui derivadas até ordem n + 1 nesse intervalo;

iii) possui pelo menos n + 2 zeros nesse intervalo.

Portanto, podemos aplicar sucessivamente o Teorema de Rolle a H(t), H'(t)
H®Xt), a saber:

it

H'(t) possui pelo menos n + 1 zeros em (x, X_);
H"(t) possui pelo menos n zeros em (X, X );

H(®+1)(t) possui pelo menos um zero em o A

Mas, H(t) = E_(x)G(t) - E()G(x) =
= H® (1) = E (x)G@* (1) — EP*D (1)G(x).

Agora, E®*1(1) = fo+)(t) — p0+ D) = f0+)  (p_(t) tem grau n)

G(t) = (t—Xg) (t = X))o (t = X,)

= G+t = (n + 1)!
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Assim, HO*1(t) = E_(x) (n+1)! — f™*)(1)G(x). Sendo &, um zero de H™1)(t),

HED(E ) = (n + 1) E (x) - f™*DE ) G(x) = 0

f(n + 1)(%}

N E“(X} = Gx) (n + 1!

e+ (g
= EX)=x-x)x-%)...(x-Xx) PPFETL g, € (x4 X,).

Observamos que, ao aproximarmos f(x) por um polinémio de interpolagao de
grau =< n, o erro cometido esta relacionado com a derivada de ordem (n + 1) de f(x), o que
confirma a observacao feita no Exemplo 6.

Exempio 7

Seja o problema de se obter In(3.7) por interpolagdo linear, onde In(x) est4 tabelada abaixo:

X ‘ 1 2 3 4

In(x) ‘ 0 0.6931 1.0986  1.3863

Como x = 3.7 € (3, 4), escolheremos x, = 3 e x; = 4.

Pela forma de Newton, temos

(1.3863 — 1.0986)
4 -3

p,(x) = f(xy) + (x — xf[xy, x;] = 1.0986 + (x - 3)
p,(x) = 1.0986 + (x — 3)(0.2877) = p,(3.7) = 1.300.

Dado que, com quatro casas decimais In(3.7) = 1.3083, o erro cometido €
E,(3.7) = n(3.7) - p,(3.7) = 1.3083 — 1.3 = 0.0083 = 8.3 x 103,
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Queremos, neste exemplo, mostrar que §, que aparece na expressao do erro do
Teorema 2 € realmente uma fungao de x.

(g,
E/(x) = (x—x%xp) (x—x,) TEX, g, € (xp Xy)-

Para x = 3.7,

f”
E,37=(37-3)(3.7-4) —f’ﬁ = 8.3 x 10°3,

, -1
Agora, f"(x) = g.

1

Entdo, (0.7) (~0.3) (—E] - 83 x 103 ¢, como &, € (3,4),

teremos E,x = 3.5578.
E natural que, se x » 3.7, E_= 3.5578.
TEOREMA 3

f(n+1)(gx)
flxg, %500, %, ,X] = (Il—+-1_)_!—’ X E(xp X)) € E§, € (x4 X))

DEMONSTRACAO

Seja p,(x) o @nico polinémio que interpola f(x) em Xy, X,,..., X,. Do Teorema 2, temos que

fln+1) (Ex)
E (x) = f(x) — p,(x) = (x = x)(x — X;) ... (x =X ) m, E, € (xp %) (4

Da deducao da forma de Newton para p (x),
E (x) = f(x) - p(x) = (x — x)(x — x;) ... (x—x) f[x, x;, ..., X, x], (5)

X € (Xg X)-
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Assim, (4) = (5) implica que

f(n+1}(Ex)
m = f[xo,xl,...,xn,x].

Este teorema mostra claramente a relacdo entre a diferenca dividida de ordem
(n+1) e a derivada de ordem (n+1) da fungao f(x).

LIMITANTE PARA O ERRO

A férmula para o erro

f(n-rl'_l )
E(X) =(x-x)(xX-xy) ... (x-x) ﬁ(ﬁ;’ g, € (%5.%,)

tem uso limitado na prética, dado que serdo raras as situacbes em que conheceremos
f(®+1)(x), e o ponto E_nunca € conhecido.

A importancia da férmula exata para E (x) € teérica, uma vez que € usada na
obtencdo das estimativas de erro para as formulas de interpolagdo, diferenciacéo e integra-
¢a0 numérica.

Estudaremos a seguir dois corolarios do Teorema 2, que relacionam o erro com
um limitante de f"*1)(x),

COROLARIO 1

Sob as hipéteses do Teorema 2, se f®*1)(x) for continua em I = [x,, x_], podemos escrever
a seguinte relagio:

M
B0 1=1600 - py0) | =139 (=5 - (- x) | ot

onde M_ , ; = max |f(“+1](x}|.
xel
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DEMONSTRACAO

M, ., existe pois, por hipétese, f(®*1)(x) é continua em [x,, x_] ¢ entdo,

ML:1+l
|E®)| < |x-xx-3) ... x-x)| 7= 5y

COROLARIO 2

Se além das hipoteses anteriores os pontos forem igualmente espagados, ou seja,

X~ X=X X =...=X X, ,=h
entao
he+ 1M
n+l
| f(x) - Pn[K” - 4n + 1) °
Observe que o majorante acima independe do ponto x considerado, x € [x,, x_].
Exempilo 8

Seja f(x) = e* + x — 1 tabelada abaixo. Obter f(0.7) por interpolacao linear ¢ fazer uma
andlise do erro cometido,

X } 0 0.5 1 1.5 2.0

f(x) l 0.0 1.1487 2.7183 49811 8.3890

pl(x) = f(xﬂ) +(x - xo)f{xn, xl].

x=07€(05,1),entdo x, =05 e x, = 1
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2.7183 — 1.1487
1-05

p,(x) = 1.1487 + (x - 0.5) { ]: 1.1487 + (x-0.5)3.1392

p,(0.7) = 1.7765.

Neste caso, temos condigio de calcular o verdadeiro erro, dado por

| E;(0.7) 1 = 1£(0.7) — p,(0.7) 1 =11.7137 — 1.7765 | = 1 -0.0628 | = 0.0628.

Os Corolérios 1 e 2 nos fornecem as seguintes majoragdes para O erro:

a) Corolério 1 (em x = 0.7)

M,

lE(0.7)I = 1(0.7-0.5) (0.7-1)I 2

onde M, = méax [If'(x)l = el = 2.7183.
xe [05,1]

Entdo, | E{(0.7)| = 0.0815 (realmente, | E,(0.7) | = 0.0628 < 0.0815).

b) Corolario 2: para todo x € (0.5, 1), temos:

h 2
|E,(x)| < —8‘"’: M, = LQ;@?)_ (2.7183) = 0.0850

que também confirma o resultado obtido para o erro exato.

ESTIMATIVA PARA O ERRO

Se a funcdo f(x) é dada na forma de tabela, o valor absoluto do erro |E (x)| s6 pode ser
estimado. Isto porque, neste caso, ndo € possivel calcular M__,: mas, se construirmos a tabela
de diferencas divididas até ordem n + 1, podemos usar o maior valor (em médulo) destas

diferen¢as como uma aproximagao para no intervalo [xy, x_].

+1
(n + 1)!
Neste caso, dizemos que

IE“(x)I==I{x—xO)(xAx])...(x—xn)fiméxldifcrcngasdivididasdcordcmn+]I).
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Exempilo 9

Seja f(x) dada na forma:

‘ 0.2 0.34

0.4 0.52 0.6 0.72
£(x) ‘ 0.16 0.22 0.27 0.29 0.32 0.37
a) Obter £(0.47) usando um polinémio de grau 2.
b) Dar uma estimativa para o erro.
TABELA DE DIFERENCAS
X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3
0.2 0.16 -
0.4286
0.34 0.22 2.0235
0.8333 -17.8963
X = 0.4 ~3.7033
X, = 0.52 0.29
0.375 —-2.6031
X, = 0.6 0.32 0.2085
0.4167
0.72 0.37
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Deve-se escolher trés pontos de interpolagao. Como 0.47 € (0.4, 0.52), dois
pontos deverao ser 0.4 ¢ 0.52. O outro tanto pode ser 0.34 como 0.6. Escolheremos x, = 0.4,
x; =052 ex, =06

pa(x) = f(xp) + (x — xM[x,, x,;] +(x — X ) x — x,) f]xy, X, X,]
= 0.27 + (x — 0.4)0.1667 + (x—0.4) (x — 0.52) (1.0415).

a) p,(0.47) = 0.2780 =~ £(0.47)

b) |E(0.47)| ~ |(0.47 — 0.4)(0.47 - 0.52)(0.47 - 0.6)| | 18.2492]
=~ 8.303 x 1073,

5.5 INTERPOLAGAO INVERSA

Dada a tabela
X ‘ X X, e > 3
0 | ) fxy) . f(x,)

O problema da interpolacio inversa consiste em: dado y € (f(x,), f(x)), obter X,
tal que f(X) =¥.

Formas de se resolver este problema:

i) obter p_(x) que interpola f(x) em x,, x,, ..., X, € em seguida encontrar X tal

que p,(X) = ¥ (como mostra o exemplo que segue).

Exempilo 10

Dada a tabela abaixo, encontrar X tal que f(X) = 2:

X 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

f(x) | 1.65 1.82 2.01 2.23 2.46 2.72
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Como 2 € (1.82, 2.01), usaremos interpolagao linear sobre x, = 0.6 ¢ x;, = 0.7.

Assim,
r=% =%

(x) = £( + f(x,)

F1 T
x - 0.7 x - 0.6

= 1.82 T il 2.01 01

=-182x + 12.74 + 20.1x - 12.06

= 1.9x + 0.68.
Entiop,(X) =2« 19X +068 =2 <X = % = 0.6947368.

Neste caso, ndo conseguimos nem mesmo fazer uma estimativa do erro cometido,
pois 0 que sabemos € medir o erro em se aproximar f(x) por p (x), e aqui queremos medir
o erro cometido sobre x e ndo sobre f(x).

if) interpolagao inversa:

Se f(x) for inversivel num intervalo contendo ¥, entdo faremos a interpolagdo
de x = £1(y) = g(y).

Uma condigao para que uma fungdo continua num intervalo [a, b] seja inversivel
€ que seja mondétona crescente (ou decrescente) neste intervalo.

Se f(x) for dada na forma de tabela, supondo que f(x) € continua em (x, x ), entao
f(x) serd admitida como monétona crescente se f(xy) < f(x;) < ... < f(x) e decrescente se

f(xg) > f(xy) > ... > f(x,).

Conforme dissemos acima, se a condigdo anterior for satisfeita, o problema de se
obter X tal que f(X) = ¥ sera facilmente resolvido, se for obtido o polinémio p (y) que

interpola g(y) = £~1(x) sobre [y,, y,]-

Para isto, basta considerar x como funcao de y e aplicar um método de interpola-
gao: x = £1(y) = g(y) ~ p,(¥)-



Cap. 5 Interpolacio 239

Exemplo 11
Dada a tabela
X ‘ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y =e* 1 1.1052 1.2214 1.3499 1.4918 1.6487

Obter x, tal que e* = 1.3165, usando um processo de interpolagdo quadritica.
Usaremos a forma de Newton para obter p,(y) que interpola £-1(y).

Assim, vamos construir a tabela de diferencas divididas

y Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3
1 0
0.9506
1.1052 0.1 -0.4065
0.8606 0.1994

0.3367

0.1679

0.7047 0.1081

1.4918 0.4 -0.2256

O © @

0.6373

1.6487 0.5
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Po(y) = 8(yp) + (v — ¥p&lyp Y11 + ¥ — ¥y — ¥y &lyg ¥y ¥ol
P(y) = 0.2 + (y — 1.2214) 0.7782 + (y ~ 1.2214)(y - 1.3499) (-0.2718)
p,(1.3165) = 0.27487.

Assim, e0-27487 =~ 1 3165 (na calculadora, e%27487 - 1.31659).

Neste caso, podemos medir o erro seguindo os teoremas dados anteriormente, O erro
cometido € definido por

E(y) = f(y) - p(y) = &(y) - p,(¥)

No exemplo, temos que n = 2, entio,
M,
IE;(0) ISy =yg) (y -y (y - yp | ETH

M; = méxig”(y)l, y € [yg y,]- Como f(x) =e* = g(y) = i(y) = In(y) =

’ 1 e _1 rer 2
=>g(y)=§=>g(y)=?=>g {y)=;§=>
2 2
M, o=t M, = —=— =1.0976.
3 (1.2214)° =M (1.2214) )

| E(1.3165) | < 1.0186 x 1074, que é um limitante Superior para o erro.

Da mesma forma, uma estimativa para o erro é dada por
TE(y) | = 1 (y = yo) (¥ = ¥) (¥ - ¥,) (| méxl diferengas divididas de ordem 3 )

| E(y) | = 1.11028 x 1074,

5.6 SOBRE O GRAU DO POLINOMIO INTERPOLADOR
5.6.1 ESCOLHA DO GRAU

A tabela de diferencas divididas junto com a relagdo entre diferenga dividida de ordem k e
derivada de ordem k podem nos auxiliar na escolha do grau do polindmio que usaremos para
interpolar uma func¢do f(x) dada.
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Deve-se, em primeiro lugar, construir a tabela de diferencas divididas. Em se-
guida, examinar as diferencas divididas da funcio na vizinhanca do ponto de interesse. Se
nesta vizinhanga as diferengas divididas de ordem k sao praticamente constantes (ou se as
diferengas de ordem (k + 1) variarem em torno de zero), poderemos concluir que um poli-
némio interpolador de grau k serd o que melhor aproximaré a fungdo na regido considerada
na tabela.

Por exemplo, consideremos f(x) = Vx tabelada abaixo com quatro casas decimais:

X r 1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05
Vx [ 1 1.005 1.01 1.0149 1.0198 1.0247
X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2
1 1
0.5
1.01 1.005 0
0.5
1.02 1.01 —0.5
0.49
1.03 1.0149 0
0.49
1.04 | 1.0198 0
0.49
1.05 1.0247
1
constantes

Assim, no intervalo [1, 1.05] dizemos que um polinémio de grau 1 € uma boa
aproximacio para f(x) = Vx.
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5.6.2 FENOMENO DE RUNGE

Uma pergunta que surge € se a seqiiéncia de polindmios de interpolagdo {p,(x)} converge para
f(x) em [x,, x,] se {(x, ..., X,)} cobre o intervalo [a, b] (ou seja, se n — o).

No caso em que X, ; — X, =h, i=0, 1, .., n- 1, ou seja, em que os pontos x; sdo
igualmente espacados, o exemplo abaixo, conhecido como “fen6meno de Runge”, ilustra o fato
de que € de se esperar divergéncias neste caso.

Exemplio 12

I : 2i
———— tabelada no intervalo [-1, 1] nos ntos x. = -1 + —,
1+25% [ ] = : n

Considere f(x) =

O gréafico a seguir apresenta a curva f(x), o polindbmio de grau n = 10 que
interpola f(x) em x,, i = 0, .., 10 e o polindmio de Chebyshev que a interpola em

_ s 2Zi+ 1 =
X: = g =%
: n+1 2

() = 1/(1 + 25X)
— — — polinémio que interpola f nos pontos x, i = 0, ... 10
............. : polindmio interpolador de Chebyshev nos pontos X, acima

Figura 5.3
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Mostra-se que | f(x) — p,(x) | se torna arbitrariamente grande em pontos do intervalo
[-5, 5], se n é suficientemente grande.

No Capitulo 6 de Isaacson & Keller [17], estd demonstrado que, sendo

f(x) = » X.=—-5+jAx, j=0,1,....,n e
= g JAx, ]
Ax = %, para I x| > 3.63...(x € [-5, 5]), quando n — oo, pn(x) diverge de f(x).

Existem varias alternativas, entre as guais:

i) Nao aproximar f(x) por polin6mios; no caso, como f(x) = » seriam indi-

Py(x)
cadas fungdes racionais, o que estd fora do espirito deste capitulo.

ii) Trocar aproximagdo em pontos igualmente espagados por aproximagdo em nos de
Xo * %, i
2 2

Chebyshev : x, =
2i + 1
g = [Zn 2 '":]

a qual distribui mais homogeneamente o erro.

gi, i=0,1, ..., n onde

iif) Usar fungdes spline (onde temos convergéncia garantida).

5.7 FUNCOES SPLINE EM INTERPOLAGCAO

Se a func¢do f(x) estd tabelada em (n+1) pontos e a aproximarmos por um polinémio de grau n
que a interpola sobre os pontos tabelados, o resultado dessa aproximagdo pode ser desastroso,
conforme vimos no Exemplo 12.
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Uma alternativa é interpolar f(x) em grupos de poucos pontos, obtendo-se polind-
mio de grau menor, e impor condigdes para que a funcdo de aproximacdo seja continua e
tenha derivadas continuas até uma certa ordem.

A Figura 5.4 mostra o caso em que aproximamos a funcdo por uma fungao linear
por partes, que denotaremos S, (x).

A
()
Sy(x)
Xo X1 Xp Xg X, X
Figura 5.4

Observamos que a fungdo S,(x) é continua, mas ndo é derivavel em todo o inter-
valo (x, x,), uma vez que S';(x) ndo existe parax = x;, 1 <i < 3.

Podemos optar também por, a cada 3 pc_mtos: Xj» Xj41» Xj4» PASSAr um polinﬁmiﬁl
de grau 2 e, neste caso, teremos também garantia s6 de continuidade da funcdo que vai
aproximar f(x).
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T

1.5

05+

-0.5 1

Figura 5.5

No caso das fungdes spline, a opgao feita € aproximar a fungido tabelada, em cada
subintervalo [x;, x;,,], por um polindmio de grau p, com algumas imposigoes sobre a funcao
conforme a definicdo a seguir.

DEFINICAO:

Considere a fungéo f(x) tabelada nos pontos x; < x; < ... <X

n
Uma fungio Sp{x) € denominada spline de grau p com nés nos pontos X,
i=0,1, .., n, se satisfaz as seguintes condicbes:
a) em cada subintervalo [x;, x; ,],i =0, 1,.., (n - 1), Sp(x) € um polindémio de
grau p: sp(x).
b) Sp(x) ¢ continua e tem derivada continua até ordem (p — 1) em [a, b].

Se, além disto, Sp(x) também satisfaz a condigao:

c) Sp(xi) = f(x,), i = 0,1,...,n, entéo serd denominada spline interpolante.

A origem do nome spline vem de uma régua eldstica, usada em desenhos de
engenharia, que pode ser curvada de forma a passar por um dado conjunto de pontos (x;, y;),
que tem o nome de spline. Sob certas hipéteses (de acordo com a teoria da elasticidade) a
curva definida pela régua pode ser descrita aproximadamente como sendo uma fungao por
partes, cada qual um polindmio cibico, de tal forma que ela e suas duas primeiras derivadas



246 Cdlculo Numérico  Cap. 5

s@0 continuas sempre. A terceira derivada, entretanto, pode ter descontinuidades nos pontos
x;. Tal fungéo ¢ uma spline ciibica interpolante com nds nos pontos x;, segundo a definigao
anterior.

5.7.1 SPLINE LINEAR INTERPOLANTE

A fungdo spline linear interpolante de f(x), S,(x), nos nés x;, X;,..., X, pode ser escrita em
cada subintervalo [x; ;, x;],i=1, 2, ..., n como

LT

Xi_1

xi-x X -
§;(x) = f(x;_,) —"i o 2 ¥ f(x;) % -

1-1

» ¥ x € [x_, x]

Verificacédo:

a) S,(x) € polindmio de grau 1 em cada subintervalo [x,_,, x;], por definigéo;

b) S,(x) € continua em (x,_;, X;), por definicdo, e, nos nés x;, realmente S, esta
bem definida, pois:

8(x;) = 8,4 (x)) = f(x;) = S,(x) € continua em [a, b] ¢, portanto, S,(x) € spline
linear;

¢) Sy(xy) = si(x;) = f(x;) = S,(x) € spline linear interpolante de f(x) nos no6s

Xgp Xypees X -

Exemplo 13

Achar a fungao spline linear que interpola a funcao tabelada:
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Y .
3.0 |
25
20 |
10+
1 2 5 7 X
Figura 5.6

(x) = flxg) 2 + fx,)
$,(x) = + f(x -
! Xﬂx]_ Vx - x
-12" +Zx_1-2—x+2x-2=x xE€E[1, 2]
2 - 2-1 : !
S,(x) = f(x,) + f(x,)
h =% =%
5 - x-2 2 1
-25_2+35__2-3(5-x}+x-2-3(x+4),xE[2,5]

53{]‘) = f(x2) X, = 2 (13) X; -~ X
7-Xx X -5
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5.7.2 SPLINE CUBICA INTERPOLANTE

A spline linear apresenta a desvantagem de ter derivada primeira descontinua nos nos.

Se usarmos splines quadréticas, teremos que S,(x) tem derivadas continuas até
ordem 1 apenas e, portanto, a curvatura de S,(x) pode trocar nos nés. Por esta razao, as
splines cilibicas sao mais usadas.

Uma spline cibica, S,(x), € uma fungio polinomial por partes, continua, onde
cada parte, s,(x), € um polindmio de grau 3 no intervalo [x,_,, x, |, k=1,2, .., n.

S;(x) tem a primeira e segunda derivadas continuas, o que faz com que a curva
S4(x) ndo tenha picos e nem troque abruptamente de curvatura nos nos.

Vamos reescrever a definicdo de spline ciibica interpolante:

Supondo que f(x) esteja tabelada nos pontos x;, i =0, 1, 2,..., n a fungdo S,(x) é
chamada spline ciibica interpolante de f(x) nos nés x;, i = 0,..., n se existem n polinémios
de grau 3, sk(x), k =1, ..., n tais que:

i) S3(x)=s(x)parax€E[x,_,,x]. k=1,..,n
i) S4(x) =f(x),i=0,1,..,n

i) (%) =8, k=12, ..,(n-1)

v) s(x) = s, (x)k=12,.,(m-1)

vV osx) =8 (5, k=1,2, ., (n-1)

Para simplicidade de notagdo, escreveremos s, (x) = a,(x — x,)° + b (x — x.)* +
Gx-x)+d, k=1,2,..,n

Assim, o célculo de S,(x) exige a determinagéo de 4 coeficientes para cada k, num
total de 4n coeficientes: a;, b,, ¢;,d,, a5, b,, ..., a,b ,c . d.

Impondo as condigbes para que S;(x) seja spline interpolante de f em xg,..., X
teremos:

(n + 1) condigbes para que S;(x) interpole f(x) nos nos;

(n — 1) condigoes para que S,(x) esteja bem definida nos nés (continuidade de
S5(x) em [xg, x,1);
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(n — 1) condiges para que S3(x) seja continua em [xg, X,]; €

(n — 1) condi¢bes para que S;{x) seja continua em [x,, x ], num total de (n+1 +

3(n - 1)) = 4n - 2 condigdes. Portanto temos duas condigbes em aberto. Essas condigoes
podem ser impostas de acordo com informagdes fisicas que tenhamos sobre o problema etc;
citaremos mais adiante algumas opg¢des, dentre as mais usadas.

De acordo com a definicio que demos para cada s,(x), a condicdo (i) da defini¢ao
de S;(x) estd automaticamente satisfeita.

Para impor a condigdo (i) montamos, para k = 1, ..., n, as equagdes:

(1) sp(xy) = d, = f(x,), as quais devemos acrescentar mais a equagéo:

(2) sy(xg) = f(xg) = —a;h + b;h7 — c;h; + d; = f(xy) onde usamos a notagio

h =% —x ,comk=1.

A condicao (iii) € satisfeita através das (n — 1) equagdes: parak = 1, ..., (n — 1),
Si.1(X) = f(x)), ou seja:

(3) —amhﬁn ” bk+1bﬁ+1 = Ceprhgyr + deyq = fxp)

Para impor as condigdes (iv) € (v), precisaremos das derivadas das s, (x):
(4) s (x) =3a(x — x,.)% + 2b(x — x}) + ¢,
(5) s(x) = 6ay(x — x;) + 2b,.

Observamos que s’ (x,) = 2b,. Assim, cada coeficiente b, pode ser escrito em
funcéo de 5’ (xy):

sy (Xy)
2

(6) by =
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Analogamente, como §' (x, _,) = —6a.h, + 2b,, podemos também escrever a,
em fungio das derivadas segundas nos nés pois

2b, - 5 (%) 8 (x) - 8 (x,_,)
T e, 6h,

e, impondo agora a condigdo (v), (8 (x, _;) = 8 _; (% _ 1)), obtemos:

r

e (X)) =8 1 (X _q)
(ﬂak-sk k 611 k-1

duzindo uma varidvel, s; (x,), arbitraria.

. Observamos que, no caso k = 1, estamos intro-

Uma vez que d, = f(x;) e j4 expressamos a, € b,, podemos usar (2) e (3) para
termos ¢, também em funcio das derivadas segundas nos nés. Observamos que tirar ¢, da
equacdo (2) e, para k = 1,..., (n — 1) usar (3) é 0 mesmo que, para k=1, 2, .., n,
termos:

- f(x_1) - ahg + bhg + dy
(8) ¢ = by

f(xy) - f(x, _4)
- - hkxk L_(akh%_bkhk)

f(xy) - f(x, _ 1) [sg (x3) = s (% _1)] s (%)
- h B 6 be =3 B
k

ou seja:

k) - fxe 1) 25 (hy — s g (3 )y
B hy B 6 ‘

Se usarmos mais as notacoes

S () =g e
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f(xy) =y, teremos:

By — B
9 a = : 6'hik- =
24
(10) by = >
- 2 h
an o = Yk hYk-l . h g, "'ng—l Kk
k
(12) dy = y;.

Assim, para k = 1, 2, ..., n, podemos calcular todos os coeficientes de sk(x) em
funcao de g = sj” (xj), i=0,1,..,n

Impondo agora a condicdo (iv) que ainda ndo foi utilizada, s (x,) = s, ;(xp),
k=1,2, .., (n-1) teremos:

sc(x) = o = 3ap qhf, ;- 26 by g o+ Ck+1
dﬂndeck+1 =G - 3IEll:+1h%+1 + 2l:’lf.+1hlu;+1
€, usando (9), (10) e (11)

Vi1 = Vi 2hy 1841 * Bkbk 4
h1:+1 6

Yk'Yk-1+2hk8k"‘gk-1hx_32k+1‘5k T
hk 6 6 k+1

Bk+1 Mgy
+ 2 (—2 )

Agrupando os termos semelhantes, para k =1, ..., n—1,

1
6 [hygy -1 + (2hy + 3hy . — By, q) g +
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+ (6hy 1~ 3y, 1 -2k, ) B.q] =

Yl “ X Y=Y

hk+ 1 hk ,

ou seja:

Ye+1 — Yk Yk — Yk-1
(13) hygy ; + 2(hy + i) g + hyyy 8y = 6| - hy

l'11;+1

que € um sistema de equagdes lineares com (n — 1) equagdes (k = 1, ..., (n — 1)) e (n+1)

incognitas: gy, g, &, 1» &, & portanto, indeterminado, Ax = b
onde x = (gg, g, .- &))"

h,  2(h; + hy) h,
hz Z(hz + h3) h4
A
hy, 4 2(h, _; + hy)
e
Ya - N _ Y1 = Yo
) h,
s - Y2 _ Y2 N
h, hy
b=2=6
Yo " Ya-1 _ Yn-1~-"Yn-2
h, h,_;

(n-1) x 1

by,

(n-1)x(m+1)
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Para podermos resolver esse sistema, de forma tnica, teremos de impor mais duas
condig¢des conforme j4 comentamos.

De posse da solugédo, ai entdo poderemos determinar a,, b,, c,, e d,, para cada
sk(x).

ALGUMAS ALTERNATIVAS:
1) 85(xg) = g =0 e SJ(x,) = g, = 0, que € chamada spline natural.

Esta escolha € equivalente a supor que os polinémios ciibicos nos intervalos
extremos ou sd@o lineares ou préximos de fungdes lineares.

2) gy = & &, = &, ;> que € equivalente a supor que as cibicas sdo aproxi-
madamente pardbolas, nos extremos.

3) Impor valores para as inclinagdes em cada extremo, por exemplo S3(x,) = A
e $3(x,) = B, o que nos fornecerd as duas equagdes adicionais:

s{(xg) = 3a,h2 - 2bjh + ¢; = A

sy (X,) = ¢, = B.

Exemplo 14

Vamos encontrar uma aproximac@o para f(0.25) por spline ciibica natural, interpolante da
tabela:

X ‘ 0 0.5 1.0 1.5 2.0

f(x) { 3 1.8616 -0.5571 —4.1987 -9.0536

Temos 4 subdivisdes do intervalo [0, 2.0], donde n = 4, e portanto temos de
determinar 81(X), 8,5(X), 85(x) € s,4(x) resolvendo, para 1 <k =< 3 (n - 1 = 3), o sistema:
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(14) hygy ; + 2(hy + by )8y + hyyy 8y =

s [Yerr = Ve Vi - Yk-1)

hk+1 hk

No nosso exemplo, h, = h = 0.5. Assim, (14) fica:

6
(15) hgy , + 4hg, + hg,,, = b (o1 = 2¥k + Yiy)

' 6
hgy + 4hgy + hgy = L (y; - 2y; + Yo

6
{ hg, + 4hg, + hg; = E(y:,, -2y, +y9)

6
hg, + 4hgy + hg, = E(y4 - 2y3 + ¥5)

Como queremos a spline ciibica natural, g, = g, = 0, e entdo o sistema a ser
resolvido sera:

4]1g1 + hg2 = (G/h) (}'2 - 25’1 + y.u)
hg; + 4hg; + hgy = (6/h) (y5 - 2y, + yy)
hg, + 4hgy = (6/h) (y4 = 2y3 + y,)

4h h O g1 < Y2 — 2y, + Yo
h 4h h 2 | = h Y3 = 22 + ¥4
0 h 4h g3 Y4 — 2¥3 + ¥

e, substituindo os valoresde hedey, 0 < i < 4,

2 05 0 \(g ~15.3636
05 2 05 g | =| -14.6748 |, cuja solucio pelo método da Elimi-
0 05 2 || g -14.5598

nac¢ao de Gauss nos fornece
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g3 = —6.252
g, =—4.111
g, = —6.6541, com 4 casas decimais.

Levando estes valores em a,, by, ¢, € d, encontramos s,(X), s5(x), S3(x) € § 4(x)
Como queremos uma aproximacio para f(0. 25) f(ﬂ 25) =~ 8,(0.25) e s4(x) = a;(x - xl) +

b,(x - 1) + ¢,(x — x,) + d, onde, por (9), (10), (11) e (12),

g1 - By -6.6541

ay = — g =g = —22180
g1
by = 5 = -3.3270
- 2hg, +
g e 3 : LA glﬁ Bh _ 33858

$,(0.25) = -2.2180 (—0.25)% — 3.3270 (0.25)% - 3.3858 (—0.25) + 1.8616 = 2.5348.

Assim, por spline ciibica natural interpolante,

£(0.25) ~ 5,(0.25) = 2.5348.

5.8 ALGUNS COMENTARIOS SOBRE INTERPOLAGAO

1. Sob o conceito de interpolagido desenvolvido neste capitulo, ao interpolarmos
um polinémio de grau n por um polinémio de grau = n obteremos o polindmio original.
Verifique!

2. Seja interpolar f(x) sobre x,, X;,..., X, n + 1 pontos distintos igualmente espa-
cados. Mostra-se que G(x) = (x — x) (X — X,) ... (x — x) assume seu médulo méximo num
dos intervalos (x,, X,) ou (x__;, X_), conforme a referéncia [17]. Assim, se formos usar
(k + 1) pontos de interpolacdo, k < n, (polinémio de grau < k) e se tivermos possibilidade
de escolha destes pontos, dado X, devemos escolher x, X,,..., X; de tal forma que X fique o
mais central possivel no intervalo [x,, x,].
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Por exemplo, seja aproximar f(0.37) por polinémio de interpolagdo de grau =< 4:

X { 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

f(x) ‘ A £ & & % & £ f

Devemos escolher {x,, X, X,, X5, X} = {0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6}, pois 0.37 esta
mais préximo de 0.6 que de 0.1.

3. O matemitico russo P. L. Chebyshev provou que, entre todos os polinémios do
tipo G(x) = (x — X5) (x — Xx;)... (X — X)), 0 que apresenta menor valor para max I G(x) ! ,

X E [Jf.a. xn}
conhecida como propriedade MIN MAX, é o polinémio no qual os X,1=0,1, ..., nséo os
nos de Chebysheyv.

Tendo a liberdade de tabelar f(x) no intervalo [x,,x ], devemos escolher para x,
Xy X, 08 n6s de Chebyshev.

EXERCICIOS

1. Dada a tabela abaixo,
a) Calcule e*! usando um polin6mio de interpolacdo sobre trés pontos.

b) Deé um limitante para o erro cometido.

X ‘ 24 2.6 2.8 3.0 32 34 3.6 38

ek ‘11.02 1346 1644 2008 2453 2996 3659 44.70

2. Verifique que na interpolagdo linear

2M2
8

h
lE(x)| = onde h = x; — Xg.
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Resolva o exercicio proposto na introducdo deste capitulo. Verifique que um polindmio
de grau 2 é uma boa escolha para obter f(32.5); use um processo de interpolagao linear
para obter o ponto x para o qual f(x) = 0.99837.

Dados:
W ‘ 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9
f(w) ‘ 0.905 0.819 0.67 0.549 0.449 0.407
x l 1 1.2 1.4 1.7 1.8

|
g(x) ‘ 0210 0320 0480 0560  0.780

Calcule o valor aproximado de x tal que f(g(x)) = 0.6, usando polindmios interpolantes
de grau 2.

Queremos construir uma tabela que contenha valores de cos(x) para pontos igualmente
espagados no intervalo I = [1, 2].

Qual deve ser o menor niimero de pontos desta tabela para se obter, a partir dela, o
cos(x), usando interpolacdo linear com erro menor que 1076 para qualquer x no inter-
valo [1, 2]?

Consideremos o problema de interpolagio para sen(x), numa tabela de pontos igual-
mente espacados com intervalo h, usando um polinémio de 29 grau. Fazendo x; = —h,
x; = 0, x, = h mostre que:

|E(x)| < %_% h3.

Sabendo-se que a equagio x — ™™ = 0 admite uma raiz no intervalo (0, 1), determine o
valor desta raiz usando interpolagio quadritica. Estime o erro cometido, se possivel.
Justifique!

Com que grau de precisdo podemos calcular V115 usando interpolacio sobre os pontos:
X, = 100, x, = 121 e x, = 1447
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0.

10.

11.

12.

Construa a tabela de diferengas divididas com os dados

X ’ 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

f(x) &_z.?s 2241 -165 0594 134 4.564

a) Estime o valor de f(1.23) da melhor maneira possivel, de forma que se possa
estimar o erro cometido.

b) Justifique o grau do polindmio que vocé escolheu para resolver o item (a).

Seja a tabela:
X { 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
f(x) 1 0.12 0.16 0.19 0.22 0.25 0.27

Usando um polindémio interpolador de grau 2, trabalhe de dois modos diferentes para
obter o valor estimado de x para o qual f(x) = 0.23. Dé uma estimativa do erro
cometido em cada caso, se possivel.

Construa uma tabela para a fungdo f(x) = cos(x) usando os pontos: 0.8, 0.9, 1.0, 1.1,
1.2 e 1.3. Obtenha um polindmio de grau 3 para estimar cos(1.07) e forneca um
limitante superior para o erro.

Seja a tabela
X 1 -1 0 1 3
f(x) ‘ a b c d

e seja p (x) o polinémio que interpola f(x) em —1, 0, 1 ¢ 3. Imponha condigdes sobre
a, b, ¢, d para que se tenha n = 2.
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13.

n
Sendo p, (x) = 2 L, (x)f(x,) o polindmio que interpola f(x) em X, X,,..., x; na forma
k=0
de Lagrange, mostre que

2 L(x =1,¥ x
k=0

(Sugestao: interpole a fungao f(x) = 1.)

14. Seja p,(x) o polinémio de grau < n que interpola f(x) em X, X;, ..., X; escrito na forma

15.

de Newton.

a) Escreva um algoritmo para avaliar p,(X), X € [x, x,] semelhante ao algoritmo dos
parénteses encaixados descrito na Seg¢ao 2.5.3.

b) Dada a tabela

X \ 0 0.2618 0.5234 0.7854 1.0472 1.309

f(x) ~ 0 1.0353 2 28284 34641  3.8637

Obtenha uma aproximagio para f(0.6) usando polinémio de grau 4, avaliando p,(0.6)
através do algoritmo obtido no item (a).

Um outro conceito de interpolagao é o de aproximar uma fungéo f(x), numa vizinhanca
de um ponto o, por um polinémio p(x) que interpole em a: f(x), f' (x), ..., f(")(x), ou
seja, p(a) = f(a); p'(a) = f(a); ... p®(a) = f")(a); (estamos supondo que nesta
vizinhanca a fung¢io f possua derivada até ordem n, pelo menos.).

a) Verifique que existe um dnico polinémio p,(x), de grau < n, que satisfaz as
condicoes acima.

(Sugestdo: p (x) = Cy + Cy(x —a) + ... + C (x — a)")

(Observagao: o polinémio p_(x) acima é conhecido como a férmula de Taylor da fungao
f(x) em torno de o.)
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b) Seja f(x) = sen(x) e (-3, 4) uma vizinhanca de a = 0. Encontre p,, p,, P3, P4 © Ps
que interpolam f em x = 0, no sentido acima.

¢) Faga uma comparagao gréfica da fungdo sen(x) com p;(x), p(x) ¢ ps(x) desenhan-
do as quatro funcgées num mesmo grifico cartesiano.

. Dados a = x5 < X; ... <x = b e f(xp),..., f(x,), sejam @(x), 9,(x), ..., ¢ (x) definidas
por

“ 5 XElx.x]
qJ[](x)" 17 %

CPH(K}=< X - X

X2 ~ %1

n-1

sy X E[xn_l,xn]

e, parai=1, 2,..., n—-1,

—L yeiy . 1)
y X v X
S ii=0
(Pi(x)"*
Xis1 =X
y X€ X, %]
Xi+e1l — % v Fiet
0 , X =X
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a) Faga o grifico de @y(x), @,(x) e @;(x) genérica.
n
b) Verifique que S,(x) = E f(x;)p;(x) € a spline linear que interpola f(x) em
Rpyiig X i=0

17. Considere a tabela abaixo. Usando um polinémio interpolador de grau 3 determine x tal
que f(x) = 2.3. Justifique a escolha do processo.

X L 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

fi(x) }1.0 1.2408 15735 20333  2.6965  3.7183

18. Considere a tabela:

X ‘ 0 1.2 23 31 3.9

f(x) ‘ 0 1.5 53 9.5 10

Dé uma aproximacao para a raiz da equacdo f(x) = 2 utilizando interpolagao quadrética.
Tente encontrar mais de uma maneira de resolver este problema.

PROJETOS

1. FORMA DE NEWTON-GREGORY PARA O POLINOMIO INTERPOLADOR

No caso em que os nés da interpolagéo x;, X,..., X, sdo igualmente espacados, podemos
usar a forma de Newton-Gregory para obter p (x). Estudaremos inicialmente o operador de
diferencas ordindrias:
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Sejam Xg, X;, Xy,... pontos que se sucedem com passo h, isto €, x. = x, + jh.
Chamamos operador de diferengas ordinérias:

Af(x) = f(x + h) — f(x)
AZ(x) = Af(x + h) — Af(x)

;}.f(x) = A™H(x + h) — A™f(x)

e naturalmente A%(x) = f(x).

]

Da mesma maneira que com as diferencas divididas, conhecida f(x) ou conhecidos
seus valores em xg, X,,..., X, podemos construir uma tabela de diferencas ordindrias:

X f(x) Af(x) A%f(x)

Xo f(xo)
Af(xy)

X1 f(x,) A%(xg)
Af(x,)

X, f(x,) A%i(x,) etc.
Af(x,)
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Por exemplo:

Seja f(x) tabelada abaixo:

A tabela de diferengas ordinarias sera:

f(x) Af(x) A*(x) A(x)

5 10
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TEOREMA

S T . A™(x)
€ X; =X, +jh,j=0,1,2,.., n entao K X aax] = T

DEMONSTRACAO (por indugio)

n=1

Kx)) - fxg) f(xy + h) - f(xy)) Af(x)
X —Xg h " h(1)

f[x[)’xll =

Al - lf{xn)
Supondo que f[xo 2 Kpsreeon Xy 4] = pn- Dy - 1)'1 temos

fix), %5, 0x] - fIx5,%,...,x,_,]
%~ %o

f[xe,xl,...,xn] =

A" If(x,) A® - Df(x)

fa—

_hlim - 1) pt-lm - 1)
nh =

AP lf(x) + h) - AD-f(x)  APf(x,)
B b~ - 1)! nh " hn!
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Pede-se:

i) Considere a tabela:

X X4 X

£(x) ’ £(xp) f(x,) - f(x,)

onde os nds de interpolacdo sdo tais que: X~ X = h, j =0, 1,..., (n-1).

Partindo da forma de Newton para p (x) e usando o teorema anterior, verifique
que:

Aflzy) A%(x;)
Pn(x]' - f(xo) + (x - xo) hxo + (x = XO) (x - xl) Zh::ﬁ i

Af(x,)
h®n!

+(x-x) (x-x) ... (x~ X, _1)
que é a forma de Newton-Gregory para o polindmio interpolador.

i) Usando a forma de Newton-Gregory para p,(x) obtenha uma aproximagéao
para f(2.7), onde f(x) € a funcdo tabelada a seguir:

X ‘ 1 2 3 4 5

f(x) ‘ 0 1.3863 2.1972 2.7726 3.2189
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iif) A forma de Newton-Gregory para p (x) pode ser simplificada, se usarmos
uma mudanga de varidveis:

X -

S--*'];—:x-sh—xﬂ

dai,
(x-xj) = sh + x5 — (X + jh) = (s — j)h.

Usando esta troca de varidveis, escreva a forma geral para p_(x).

2. FENOMENO DE RUNGE

Considere a funcdo f(x) = % do Exemplo 12 e o intervalo [a, b] = [-5, 5]. O
1 + 25x

objetivo deste projeto € constatar o fendmeno de Runge e usar as alternativas: spline linear
e spline cibica interpolantes.

Considere:
p,(x): polindmio de grau k que interpola f(x) em x;, Xy,..., X
S,(x): spline linear interpolante em x;, X, ..., X

S;(x): spline cibica interpolante em X, X;, ..., X,

onde x;, X;,..., X, sdo (k+1) pontos igualmente espagados no intervalo [-5, 5].
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Realize 3 conjuntos de testes, fazendo k assumir os valores 5, 10 e 20, e em cada
teste, calcule:

méax |f(z) - p(z)|,

1=si=50

méx |f(x) - S,(z)|e
1=i=50

méx |f(z;) - Sy(z)|
1=i=350

ondez,=-5+02i, i=0,1,2,..,50.

Compare os resultados obtidos.



CAPITULO [_6_]

AJUSTE DE CURVAS PELO METODO
DOS QUADRADOS MiNIMOS

MAKRON
Books

6.1 INTRODUCAO

Vimos, no Capitulo 5, que uma forma de se trabalhar com uma funcio definida por uma
tabela de valores € a interpolagdo polinomial.

Contudo a interpolagao nao é aconselhdvel quando:

a) € preciso obter um valor aproximado da fungdo em algum ponto fora do
intervalo de tabelamento, ou seja, quando se quer extrapolar;

b) os valores tabelados sdo resultados de algum experimento fisico ou de alguma
pesquisa, porque, nestes casos, estes valores poderio conter erros inerentes
que, em geral, ndo sdo previsiveis.

Surge entdo a necessidade de se ajustar a estas funcoes tabeladas uma fungio que
seja uma “boa aproximagido™ para os valores tabelados e que nos permita “extrapolar” com
certa margem de seguranga.

268
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6.1.1 CASO DISCRETO

O problema do ajuste de curvas no caso em que temos uma tabela de pontos (x, f(x,)), (x,,
f(x;)) ...y (X, f(x)) com Xy, X,, ..., X, pertencentes a um intervalo [a, b], consiste em: “esco-
lhidas” n funges g,(x), g,(x), ..., g,(x), continuas em [a, b], obter n constantes o, 0, ..., O
tais que a fungio @(x) = o, g,(x) + 0,g,(x) + ... 0, g (X) se aproxime ao maximo de f(x).

Dizemos que este é um modelo matemdtico linear porque os coeficientes a determi-
nar, @, 0,, ..., O, aparecem linearmente, embora as fungBes g,(x), g,(x), ..., g,(x) possam ser

fungdes ndo lineares de x, como por exemplo, g,(x) = e*, g5(x) = (I + x?) etc.
Surge aqui a primeira pergunta: como escolher as fungdes continuas g,(x), ..., g (x)?

A escolha das fungBes pode ser feita observando o grifico dos pontos tabelados ou
baseando-se em fundamentos tedricos do experimento que nos forneceu a tabela.

Portanto, dada uma tabela de pontos (x,, f(x,)), ..., (x, f(x,)), deve-se, em primeiro

lugar, colocar estes pontos num gréafico cartesiano. O grifico resultante é chamado diagrama de
dispersdo. Através deste diagrama pode-se visualizar a curva que melhor se ajusta aos dados.

Exemplo 1

a) Seja a tabela

X ‘—-1.0 -075 -06 -05 -03 0 02 0.4 0.5 0.7 1.0

f(x) ‘ 205 1.153 045 04 05 0 02 0.6 0.512 1.2 2.05

O diagrama de dispersdo é apresentado na Figura 6.1.

Portanto, € natural escolhermos apenas uma funcgdo g,(x) = x? e procurarmos entio

P(x) = oix2 (equag@o geral de uma pardbola passando pela origem).
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f(x)

.

b) Se considerarmos uma experiéncia onde foram medidos vérios valores de cor-
rente elétrica que passa por uma resisténcia submetida a vérias tensdes, colo-
cando os valores correspondentes de corrente e tensdo em um grifico, poderemos
ter

V 4
Vg . B
VD . il
iy o |

Figura 6.2
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Neste caso, existe uma fundamentacao tedrica relacionando a corrente com a
tensdo V = Ri, isto €, V € uma funcéo linear de i.

Assim, g,(i) = i e (i) = ag(i).

Surge agora a segunda pergunta: qual parabola com equagio ax? se ajusta melhor
ao diagrama do Exemplo 1a) e qual reta, passando pela origem, melhor se ajusta ao diagra-
ma do Exemplo 15)?

No caso geral, escolhidas as fungdes g,(x), g,(x), ..., g (x) temos de estabe-
lecer o conceito de proximidade entre as funcdes @(x) e f(x) para obter as constantes

Qs Dy oy Oy

Uma idéia € impor que o desvio (f(x;) — ¢(x;)) seja minimo parai=1, 2, ..., m.

Existem vérias formas de impor que os desvios sejam minimos; o desenvolvimento que
faremos, tanto no caso discreto como no caso continuo, é conhecido como o método dos
quadrados minimos.

6.1.2 CASO CONTINUO

No caso continuo, o problema de ajuste de curvas consiste em: dada uma funcdo f(x)
continua num intervalo [a, b] e escolhidas as fungdes g,(x), g,(x), ..., g,(x) todas conti-
nuas em [a, b], determinar n constantes o,, a,, ..., a, de modo que a funcio

@(x) = 0,8,(X) + 0,8y(x) +... + a g (X) se aproxime “ao miximo” de f(x) no intervalo
[a, b].

Supondo, por exemplo, que se quer obter entre todas as retas aquela que fica
“mais préxima” de f(x) = 4x3, num intervalo [a, b] teremos, neste caso, g((x) = 1 ¢
gz(x) = X; assim, € preciso encontrar os coeficientes a; e o, fais que a fungao
@(x) = a,g,(x) + 0,g,(x) se “aproxime ao maximo” de f(x).

Novamente o problema é: o que significa “ficar mais pr6xima™?

Uma idéia € escolher a funcgio g(x) de tal forma que o médulo da area sob a curva
p(x) — f(x) seja minimo.
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6.2 METODO DOS QUADRADOS MINIMOS

6.2.1 CASO DISCRETO

Sq-m dados os POHKE (x]_’ f{xl)}i (xzr f(xz})! g (xm’ f(xm)) casn fl.ltl;ﬁ&ﬁ gl{x)': EZ(X}'! sy (X}

escolhidas de alguma forma.

Consideraremos que o nimero de pontos m, tabelados, € sempre maior ou igual a
n o nimero de fungdes escolhidas ou o nimero de coeficientes o, a se determinar.

Nosso objetivo € encontrar os coeficientes a;, a,, ..., o, tais que a fungio
Q(x) = a;g(x) + agy(x) + ... + o, g, (x) se aproxime ao méximo de f(x).

Seja d, = f(x,) - @(x,) o desvio em x,. Na Segdo 6.1.1 observamos que um
conceito de proximidade € que d, seja minimo paratodok = 1, 2, ..., m.

O método dos quadrados minimos consiste em escolher os o’s de tal
forma que a soma dos quadrados dos desvios seja minima. E claro que se a soma

m m
kzldkz - k21(f(xk) - @(x))* é minima, teremos que cada parcela [f(x,) — @(x.)]? é pe-

quena, donde cada desvio [f(x,) - @(x,)] € pequeno.

Portanto, dentro do critério dos quadrados minimos, os coeficientes oy, que fazem
com que (x) se aproxime ao maximo de f(x), sao os que minimizam a funcao

Ky, ay -y ) = 2 (i) - 0P =

- 2 [fxy) - oyl - mn) - o - B

Observamos que, se 0 modelo ajustar exatamente os dados, o minimo da funcdo
acima serd zero e, portanto, a interpolacdo € um caso especial dentro do método dos
quadrados minimos.
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Usando o Cilculo Diferencial, sabemos que, para obter um ponto de minimo de
Fla,, @, ..., a,), temos de, inicialmente, encontrar seus pontos criticos, ou seja, 0s

(0, gy - o) tais que

B_F -0,j=1,2, saiy H,
B{xj

. xed U-u)

(“1* o
Calculando estas derivadas parciais para cada j = 1, 2, ..., n, temos

aF -
Ej: =22 [f(x) - oygy(x) - ... — a8 (x)][- gj(xk)l-

{al, Oy vees a} k=1

Impondo a condicao

oF o i e
6(1]- (o, Oy oo a)
temos
m
kEI [f(x,) - a,8,x) - ... - a g(x)] [gj(xk)} Lol T S A R
Assim,

k§1 [f(x) = a;g,(x) = ... a g (x)] g (x) = Ol
3 [fx) - agy(x) - - agy(x)] g = 0

k=1
=

2 1fx) - i) - - o8] B = O
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[Z g)et)lay + .. + [ 2 g g x)]o, = T fx)gx)
k=1 k=1 k=1

[}1 g (x)g,(x)] 0y + .. + [ﬁl g, ()85 ] "}1 f(x,) 2,(x,)
= | (1)

m

2 s ey + .. + [}1 8. (x )8, (%) ] 0, -}1 () 2,(%,)

que € um sistema linear com n equagdes e n incognitas: o, @, ..., O,

As equacOes deste sistema linear sdo as chamadas equacées normais.

O sistema linear (1) pode ser escrito na forma matricial Aa = b:

.
a0 + 23,0, + ... + 3, 0 = hu‘l
A0y + 20y + ..+ 3y Q) = b,

a0y + a0, + ... +a, 0 =b
m
onde A = (aij) é tal que &y = > gj(xk)gi(xk) ol 1 (ou seja, A € simétrica)
k=1
o = (0, Gy, .oy @) € b = (b, by, ..., b))t étal que

m
b, -kE : f(x, ) g;(x,).

m
Lembramos que, dados os vetores x ¢ y € R™, o nimero real (x, y) = Z x,y,
i=1l
€ chamado de produto escalar de x por y.
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Usando esta notagao, o sistema normal Aa = b ficard expresso por

A= (aij) - (Els E]) eb = (bi) - <F’ -5-1) onde

g € o vetor (gy(x,) g)(x,) ... gy(x )T e £, o vetor (f(x,)f(x,) ... f(x)T.

Demonstra-se que, se as fungdes g;(x), ..., g,(x) forem tais que os vetores g, €5 - B

sejam linearmente independentes, entdo o determinante da matriz A € diferente de zero e,
portanto, o sistema linear (1) admite solugdo Unica: El, — En Ainda mais, demonstra-se

também que esta solugdo o, ..., &, € o ponto em que a fungdo F(a,, ..., @) atinge seu

valor minimo.

Observamos que, se 08 vetores g;, ..., g, tiverem uma propriedade suplementar de

: g i : j ., 0 que, em linguagem de dlgebra linear se diz “se os

vetores g, ..., g, forem ortogonais entre si”, entdo a matriz A do sistema normal (1) serd

serem tais que (g;, g ):

matriz diagonal, com a; = 0 e, portanto, o sistema (1), terd solugéo inica, a qual serd
facilmente determinada.

Felizmente, dado um conjunto de pontos {x;, X,, ..., X } € facil construir poli-

némios de grau 0, 1, ..., n que sdo ortogonais, no sentido acima, em relacio ao produto
escalar

(88 =% B(xJgi(x0- )

Polindmios ortogonais constituem uma classe particular de fungdes ortogonais.
Tais funcdes possuem virias propriedades muito interessantes e tteis. O leitor interessado
em aprender sobre o assunto pode pesquisar, por exemplo, nos livros [5] e [27]. O estudo
de fungdes ortogonais, em particular de polinémios ortogonais, merece um capitulo especial, o
que nao sera feito neste livro.

Exemplo 2

Seja o conjunto de pontos X5 = {-1, -1/2, 0, 1/2, 1} e os polindmios

go(x) = 1; g(x) = x, gy(x) = 2 - %
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Entéo, os polindmios gy(x), g,(x) e g,(x) sdo fungdes ortogonais em X, com relagio
ao produto escalar (2) pois os vetores

B=ExN=0 111 1

- 1

g = (gl(xi))‘ = (-1 3 0 3 l)T e

_ A T - O T . . .

g = (g,(x)) = (3 =3 —3 —3 73) sdo ortogonais entre si, 0 que se verifica
facilmente:

(8 Bp) =5#%#0

(8p 8;) = 1(-1) + 1(-%) + 1(0) + 1(-%) +1(1) =0

(Bp B) = 1(3) + 1(=7) + 1(=3) + 1(=5) + 1(3) = 0

Fica a cargo do leitor fazer as demais verificagoes.

Os polindmios citados sdo conhecidos como polindmios de Gram, [P, 1" orto-
mf_g
gonais em conjuntos de pontos eqiiidistantes, x; = —1 + %
; =0sei#]
Assim, (P, o, Bj i) {:‘» Osei#j
Exemplo 3
Resolvemos aqui o exemplo da introducéo, onde vimos que a funcfo tabelada
x |-10 -075 -06 -05 -0.3 0 02 04 05 07 1

f(x)‘ 205 1.153 045 04 0.5 0 02 06 051212 205
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feito o diagrama de dispersdo, deve ser ajustada por uma pardbola passando pela origem, ou
seja, f(x) = @(x) = ax? (neste caso temos apenas uma fungio g(x) = x2).

Temos, pois, de resolver apenas a equagio

11 11
[ £ gxpe(xp)]a = Z f(x)g(x,)
k=1 k=1

11 1
[ z g(xk)Z] a= Z ﬂ.xk)g(xk)
k=1 k=1

i1 11
[2 o= 2 (x)f(x)
k= k=1

1

Continuando a tabela com g(x;)g(x,) e g(x,)f(x,), temos

SOMAS

X -10 | 075 | 06 | 05 | 03 0 0.2 0.4 0.5 0.7 1

x3(x%) | 1 0.3164 | 0.1296 | 0.0625 | 0.0081 | 0 | 0.0016 | 0.0256 | 0.0625 | 0.2401 | 1 2.8464

f(x)xz 205 |0.6486|0.162 | 0.1 0.045 0 0.008 |0.096 |0.128 |0.588 | 2.05 | 5.8756

_ 3.8756
2.8464

Assim, nossa equacio é 2.8464a = 5.8756 = a =~ 2.0642

Entio ¢(x) = 2.0642x% é a paribola que melhor se aproxima, no sentido dos
quadrados minimos, da funcio tabelada.

6.2.2 CASO CONTINUO

Para simplificar a notagao, desenvolveremos aqui o caso em que “escolhemos” apenas duas
fungbes.
Sejam entdo f(x) continua em um intervalo [a, b] e g,(x) e g,(x) duas fungdes

continuas em [a, b] que foram escolhidas de alguma forma. E preciso encontrar duas
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constantes reais o, € 0, tais que @(x) = o,g,(x) + 0,g,(x) esteja 0 “mais proximo pos-
sivel” de f(x).

Seguindo o critério dos quadrados minimos para o conceito de proximidade entre
¢(x) e f(x), os coeficientes o, o, a serem obtidos deverdo ser tais que o valor de

b
_[ [f(x) — r.'pl[x)]2 dx seja o menor possivel.

a

Geometricamente, isto significa que a drea entre as curvas f(x) e ¢(x) seja minima.

Portanto, o problema consiste em obter o minimo para

b b
I& [f(x) — p(x)]2dx = L [f(xY — 26(x) o(x) + @(x)?] dx =

b
= j'a {f(x)* - 2M(x)[og,(x) + 0,g,(x)] + “% g%(x) +

* 20‘[“‘251(}[) gg(x) + ﬂ%g%(x}} dx

+

b 5 b b
= !a f(x)=dx - [2 ,L f(x)g,(x) dx] o, — [2 J-a f(x)g,(x) dx] o,
b b
+1] graad + 2] g e dx oo, +
b
+ [j'a g2(x) dx] o2 = F(o,, )

b
- Ja [f(x) - @12 dx = Fat,, o)

Com o mesmo argumento do caso discreto, temos de achar os pontos criticos de
E, ou seja, achar (0, ) tal que

F

3 =0, 1=12
o | (o o)
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e Qs = —fo(x)gl(x) dx + [Z_fb gi(x) dx] a; +
31’11 (o), @,) a a
+ IZ_C gl(x) gz(x) dx] oy
i=2= égfz: 60 = —ZJZf[x}gz(x)dx - [Zig%(x}dx] o, +
v 2f W i,
Assim "g‘F'_ = i = =
9y (a, o) 90 |(a, o)

Ut E:IZ(X) dx] a, + Ub gl(x)gz(x) dx] Oy = Jb ﬂx)g;[(x) dx
4 a a 3)

U:gltx)gz(x} dx] a, + Uigﬁ(X) dx]a, = JZ f(x)g,(x) dx

Se a; = Jig%(x) dx, 2, = _fz g,(x)g,(x) dx = J]: g,(x)g,(x) dx = a,,
8y, = _[Z g3(x) dx

b, = jif(x}gl(x) dx e b, = ij(x)gz{x) dx,
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podemos escrever o sistema linear (3) como

a0y + a0, = by a4 A
ou Ao = b, onde A =

25,0 + 85,0, = b, 4 Ay

o = (o, )T, b= (b;by)T.

Demonstra-se que, se as fungdes escolhidas g,(x) € g,(x) forem linearmente inde-

pendentes, o determinante da matriz A € diferente de zero, o que implica que o sistema
linear (3) admite tnica solugéo (&1, "&2). Ainda mais, demonstra-se também que esta so-

lucd@o € o ponto em que a fungdo F(a,;, o) atinge seu valor minimo.

Usando aqui a definicdo de produto escalar de duas funcées p(x) e g(x) no
intervalo [a, b] por

b
(p,q) = ,[a p(x) q(x) dx, (4)

teremos que, NO caso em que queremos aproximar

f(x) = o,g,(x) + ... + o_g (X) o sistema normal A = b fica
b
A= () = (g g)= fa g(x) gx)dx = (g; g;)

b
b=0)=(fg) =] Mgmax

Da mesma forma que no caso discreto, temos fungdes ortogonais com relagdo ao
produto escalar (4), como mostra o Exemplo 4.

Exempilo 4

Os polindmios de Legendre, definidos por

1 d®

= — —[(x? - DIk, k =
zkkI dx(k) [(x' I)] ¥ k 1? 29 L

Pu(x) =1, Pk(x)
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sdo ortogonais em [—1, 1] com relagdo ao produto escalar (4).

Fica como exercicio a verificagdo de que os trés primeiros polinémios de Legen-
drePy(x) =1, Pi(x) =x ¢ P,(x) = %(33:2 — 1) s@o ortogonais entre si.
Uma observagdo interessante é que, em geral, polindmios ortogonais satisfazem

uma férmula de recorréncia de 3 termos, ou seja, dados Py(x) e P, (x), CcOnseguimos
construir P (x), k=2,3,...

No caso dos polindmios de Legendre, a férmula de recorréncia €

_[2i+1 . B L
Pj+1(x) = ( i+ 1 ]xPj(x) - [j = I]pj“(x)’ F=ty 2o

Exemplo 5

Resolvemos o exemplo da introdugdo, ou seja, vamos aproximar f(x) = 4x> por um polin6-
mio do primeiro grau, uma reta, no intervalo [a, b] = [0, 1].

P(x) = 04g,(X) + 0 g,(X) = O + OX, O, Oy € R

(g(x) = 1 gz(x] = X).

Pelo que vimos, (o, 0.,) € a Gnica solugdo de Aot = b onde

At A4y o, b,
A= o= b = , sendo
1 % o, b,
b 1
*i = '[a gzl(x)dx = J-CI i =":1
4 1

b 1 3
N T N U
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b 1 4x4 1
——= - 3 —— —
b, = Ja f(x) g,(x)dx = _(0 axdax = | =1

b 1 4x° |1 4
by =] fogax = [ axdwax = | =5

Temos entdao o sistema

1
Iul+2a2—i =}[]'.——E _1_8_
lc: +1m—i e 5’{12_5
2713727 5§

Logo, a aproximagdo por quadrados minimos de f(x) = 4x> no intervalo [0, 1], por

um polinémio de grau 1, € a reta ¢(x) = ls-s-x - -:-

6.3 CASO NAO LINEAR

Em alguns casos, a familia de fungdes escolhidas pode ser ndo linear nos pardmetros, como,
por exemplo, se ao diagrama de dispersdo de uma determinada fun¢io se ajustar uma

exponencial do tipo f(x) = @(x) = a; ™", 0, e @, positivos.

Para se aplicar o método dos quadrados minimos, com o que ji estudamos neste
capitulo, € necessdrio que se efetue uma linearizagdo do problema através de alguma trans-
formacgio conveniente.

Por exemplo:
y = txle_ﬂ*z" = z = In(y) = In(e)) — o,x.

Sea; =In(a)ea, =— 0, = Iny) = a; — a,x = ¢(x) que é um problema li-
near nos parametros a, € a,.
O método dos quadrados minimos pode entdo ser aplicado na resolugdo do pro-

blema linearizado. Obtidos os pardmetros deste problema, usaremos estes valores para
calcular os parimetros originais.
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E importante observar que os parimetros assim obtidos ndo sdo 6timos dentro do
critério dos quadrados minimos, isto porque estamos ajustando o problema linearizado por
quadrados minimos e niao o problema original.

Portanto, no exemplo, os parimetros a, ¢ a, séo os que ajustam a fungdo ¢(x) 2
fungdo z(x) no sentido dos quadrados minimos; ndo se pode afirmar que os parametros o
e o, (obtidos através de a, e a,) sdo os que ajustam @(x) a f(x) dentro do critério dos

quadrados minimos.

Exempilo é

Suponhamos que num laboratério obtivemos experimentalmente os seguintes valores para
f(x) sobre os pontos x,,i=1, 2, ..., 8

X -1.0 -0.7 —0.4 0.1 0.2 0.5 0.8 1.0

f(x) ‘36.547 17.264  8.155 3852 1.820 0860 0.406  0.246

Fazendo o diagrama de dispersao dos dados acima, obtemos

VR

Figura 6.3

que nos sugere um ajuste y ~ @(x) = a,e %
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Conforme vimos anteriormente, a “linearizagdo” a ser feita é z = In(y) =

In(a,e7%%) = In(a,) - o,x = ¢(x).

Assim, em vez de ajustarmos y por quadrados minimos, ajustaremos z = In(y)
por quadrados minimos, encontrando ¢(x) = a; + a5x, onde a; = In(a;) € a, =~ o.,.

(Aqui g,(x) = 1 e g,(x) = x.)

Temos pois:

X , -1 0.7 0.4 0.1 0.2 0.5 0.8 1

z=hl(y)| 3.599 2.849 2.099 1349 0599  -0.151 0901 -1402

€ a, e a, serdo a solugao do sistema:

[ 8 8 8
[ z g]_(xk}gl{xk)] 4 + [Z gz(xk)g]_(xk)] a = z Z(xk}gl(xk)
k=1 k=1 k=1

8 8 8
LE ; 81(&)32(31;)] a; + LE ; gz(xk)gz(xk)] ay -kz lz{xk}gz(xk}

8 8
gl(x) =1 #kEIgI(Xk}gI(Xk} lkzl 1= a = 8

8 8
g,(x) = x =bk21g2(xk)g2(xk} -kzlxlzc = a,, = 3.59

8 8
Z gi(xgs(xy) = Z 1x, = a;, = a5, = 0.3

8 8
b, = Z z(x)g(x) = £ z(x) = 8.041
k=1 k=1

8 8
b, =k£ : 2(x,)g,(x,) ==kE 1 z(x) x, = - 8.646
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donde

8 0.3 0.041

0.3 359 — 8.646

e o sistema fica

80a, + 032, = 8041

0.3a, + 3.5%, = 8646 17 1099 e a, = -25

Agora, o = e = o = el 0% = 3,001

a = -2, = 0, = 25.

Assim, a fungio ¢(x) = a,e” %" = 3.001e” 2%,

Assim como no exemplo anterior, onde ajustamos aos dados a curva
y =~ a;e”®2%, é comum encontrarmos casos em que os dados tabelados, feito o diagrama de

dispersdo, devem ser ajustados por

1) Uma hipérbole: y = e @(x)

a; + X

[z-%-al+u.zx).

2) Uma curva exponencial: y =~ a,0f = @(x)

(sey>0,z=In(y) ~ In(a;) + xln(a,) = a, + a,x = ¢(x)).
& 4
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3) Uma curva geométrica: y = a;x% = @(x)

(sex>0ey>0,z=In(y) =~ In(a;) + o,ln(x) = a, + a,ln(x)

— e —

ay 2y t

= z = In(y) ~ a; + a)t = ¢(t)). (Aqui minimizamos a soma dos quadrados
dos desvios nos logaritmos de y, para os logaritmos de x.)

4) Uma curva trigonoméirica: y = o + o, cos(wx) = @(x). (t = cos(wx) =
@(t) = o, + a,t e, neste caso, estamos minimizando a soma dos quadrados
dos desvios em y.)

6.3.1 TESTE DE ALINHAMENTO

Uma vez escolhida uma func@o ndo linear em o, a,, ..., o, para ajustar uma fungao dada,

uma forma de verificarmos se a escolha feita foi razodvel é aplicarmos o teste de alinha-
mento, que consiste em:

i) fazer a “linearizacio” da fungdo ndo linear escolhida;
if) fazer o diagrama de dispersdo dos novos dados;

iif) se os pontos do diagrama (ii) estiverem alinhados, isto significard que a fun-
¢do nao linear escolhida foi uma “boa escolha”.

Observamos que, devido aos erros de observacio, e calculos aproximados, consi-
deramos satisfatério o diagrama de dispersdo onde os pontos se distribuem aleatoriamente
em torno de uma reta média.

No Exemplo 6, temos

X =1 -0.7 —0.4 -0.1 0.2 0.5 0.8 1

y 36.547 17.264  B.155 3.852 1.820 0.860  0.406 0.246

z=In(y)| 3.599 2.849 2.099 1.349  0.599 -0.151 -0.901 -1.402
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Figura 6.4

EXERCICIOS

1. Dado um conjunto de valores (%, f(xp)), k = 0,1,2, ..., m, descreva situagdes em que

vocé usaria um polindmio interpolador por estes pontos e situagdes em que vocé
ajustaria uma curva a estes dados pelo método dos quadrados minimos.

2. Ajuste os dados abaixo pelo método dos quadrados minimos utilizando:
a) uma reta
b) uma pardbola do tipo ax? + bx + c.

Trace as duas curvas no gréafico de dispersdao dos dados. Como vocé compararia as duas
curvas com relacao aos dados?
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Dada a tabela abaixo, faga o grifico de dispersdo dos dados e ajuste uma curva da
melhor maneira possivel:

X ‘ 0.5 0.75 1 1.5 2.0 2 3.0

y ‘ -2.8 0.6 1 3.2 4.8 6.0 7.0

A tabela abaixo mostra as alturas e pesos de uma amostra de nove homens entre as
idades de 25 a 29 anos, extraida ao acaso entre funciondrios de uma grande inddstria:

Alturat 183 173 168 188 158 163 193 163 178 ‘ cm

Pe&o“?? 69 70 8 61 63 79 7l T3ikg

a) Faga o diagrama de dispersao dos dados e observe que parece existir uma relagao
linear entre a altura e o peso.

b) Ajuste uma reta que descreva o comportamento do peso em fungao da altura, isto
€, peso = f(altura).

c) Estime o peso de um funcionério com 175 cm de altura; e estime a altura de um
funcionario com 80 kg.

d) Ajuste agora a reta que descreve o comportamento da altura em fungao do peso,
isto €, altura = g(peso).

e) Resolva o item (c) com essa nova funcéo e compare os resultados obtidos. Tente
encontrar uma explicagao.

f) Coloque num grafico as equacdes (b) e (d) e compare-as.
A tabela abaixo fornece o nimero de habitantes do Brasil (em milhdes) desde 1872:

Ano l1872 1890 1900 1920 1940 1950 1960 1970 1980 1991

Habitantes | 9.9 143 174 30.6 412 519 702 93.1 1190 146.2
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a) Obtenha uma estimativa para a populagio brasileira no ano 2000. Analise seu resultado.
b) Em que ano a populagao brasileira ultrapassou o indice de 100 milhdes?

Ajuste os dados:

xL—8—6—4—2024

y 13 10 9 6 5 4 4

a) usando a aproximacido y ~ 1/(a; + a;x). Faca o gréfico para 1/y e verifique que
esta aproximagio € vidvel;

b) idem paray =~ ab*;

c) compare os resultados (a) e (b).

O ndmero de bactérias, por unidade de volume, existente em uma cultura apés x horas
€ apresentado na tabela:

n® de horas (x) 0 1 2 3 4 5 6

n® de bactérias por 32 47 65 92 132 190 <D
volume unitério (y)

a) verifique que uma curva para se ajustar ao diagrama de dispersio € do tipo expo-
nencial;

b) ajuste aos dados as curvas y = ab* ¢ y = ax”; compare os valores obtidos por
meio destas equacdes com os dados experimentais;

c) avalie da melhor forma o valor de y(x) para x = 7.

Considere:

X ‘ Xo Xy Xn

f(x) ‘ f(xg) f(x,) e f(x,)
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10.

1L

Deseja-se estimar f(a), a € (X, x;). Compare os resultados que seriam obtidos
quando aproximamos f(x) por

a)
b)

a)

um polinémio que interpola f(x) nos n + 1 pontos.
O(x) = ay + a;x + ax* + ... + a X", pelo método dos quadrados minimos.
Considere:

X ' 2 5 8 10 14 17 27 31 35 44

b)

y |94.8 98.7 813 749 687 640 493 440 391 316

Através do teste de alinhamento, escolha uma das famflias de fungdes abaixo que
melhor ajusta estes dados: aeP™, 1/(a + bx), x/(a + bx).

Ajuste os dados do item acima & familia de funcdes escolhida. Qual o residuo
minimizado?

Aproxime a tabela abaixo por uma fungdo do tipo g(x) = 1 + ae"™ usando quadrados
minimos. Discuta seus resultados.

X 1 0 0.5 1.0 25 3.0

y | 20 26 37 132 210

Considere a tabela

Por qual das fungdes x(t) = t/(at + b) ou y(t) = ab' vocé aproximaria a fungdo u(t)?
Justifique a sua resposta.
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12. Considere a tabela

Deseja-se aproximar a fungio y(x) tabelada nos pontos distintos (x;, y;) parai=1, ..., m,
Podemos fazer a regressio linear de y por x obtendo y = ax + b. Podemos também
fazer a regressdo linear de x por y obtendo x = cy + d. Vocé espera que as retas
coincidam ou nao? Justifique.

13. Seja f(x) uma fungdo real, de varidvel real, definida e continua no intervalo [0, 2n] e
seja também n um nimero fixado.

Ache os valores das constantes reais, agy, a;,..., a, by, by,..., by, tais que f(x) = a, +
a,cos(x) + b;sen(x) + a,cos(2x) + b,sen(2x) + ... + a cos(nx) + b sen(nx), seja a
melhor aproximagao para f(x) em [0, 2x], no sentido de quadrados minimos.

PROJETO

SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES SOBREDETERMINADOS

Os sistemas lineares sobredeterminados Ax = b, A: matrizm x n, x vetorn x 1 e b vetor
m x 1, com m > n, ou seja, com mais equagOes que incognitas, muito raramente possuem
solucdo. Conforme observamos no Capitulo 3, mesmo se A for posto completo, as chances
de b pertencer 4 imagem de A s3o muito pequenas. Assim, estaremos, na maioria dos casos,
querendo resolver Ax = b, A matrix m x n, posto(A) = n e b ¢ Im(A) e sabemos que este
sistema ndo tem solugao.

Nestes casos, o que fazemos é calcular b como sendo a projecdo de b sobre Im(A)
na norma 2 e af entdo tomamos como solugdo do nosso sistema Ax = b, a soluc@o Gnica do

sistema Ax = b.

O vetor b projecéo de b sobre Im(A) na norma 2 é o vetor b = AX onde

min || Ax - b"z = || Ax - b"z-
xER"
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Chamando r(x) = Ax — b de residuo em x, queremos entdo achar a solugdo X de
residuo minimo. Note que achar esta solugdo € 0 mesmo que encontrar X que minimize

(Ax — b, Ax — b).

S

f(x) = % Ihr(x) 12 = %I!Ax - bI2 =

Do Ciélculo Diferencial e Integral, sabemos que, se min f(x) = f(x), entdo

xe R"

of

—x)=01=i=n

axi

Assim, ap0s calcular a derivada do produto escalar e igualar o resultado a zero, X
serd solugio do sistema ATAx = ATb, a qual ser4 tnica, pois A é posto completo. Além
disso, ATA € matriz simétrica, definida positiva e, portanto, ATAx = ATb pode ser resolvido
pelo método de Cholesky.

Considere a tabela
x ‘ xl xz Rl x—m
f(x) l fix,) f(x,) s HEe)

Se quisermos encontrar uma reta @(x) = a; + o,x tal que f(x) = @(x),
1 =< i = m, estaremos tentando resolver o sistema linear sobredeterminado Ao = b:

(o + ayx; = f(x)
o + 0%, = f(xy)

o, + o X, = f(xm)
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que tem m equagdes e 2 incOgnitas, &, ¢ a,. Neste caso, temos:

(o, ) f(x,)

X \ oy
1 %2 ) f(xz)
Aw|? Bl a=|®|, ebw f(x5)
1 X o f(x,)

Observe que neste caso escolhemos @;(x) = oa;g;(X) + 0, g,(x), com gy(x) = 1e

g,(X) = x que sdo tais que os vetores g; € g, sdo linearmente independentes pois:

g4(xy) 1 g,(x,) ( :111‘I
B g1(xy) 1 B g,(x;) X
BT s 17 2 ET O 1T

gltxm) 1 gz{xm) Xm

Observe que poderiamos ter escolhido @(x) = a,g,(x) + a,g,(x) + ... + o g (x)
onde g,(x), gy(x), ..., g,(x) fossem quaisquer fungOes tais que os vetores gy, g, ..., B,
definidos por [Ej]i = %(Ki) fossem linearmente independentes.

i) Em primeiro lugar, queremos que vocé verifique que o sistema linear
ATAx = ATb é exatamente o sistema normal que temos de resolver para
encontrar a reta a; + a,X que melhor aproxima a tabela no sentido de qua-

drados minimos, como foi desenvolvido no texto, ou seja: verifique que os
elementos c;; da matriz ATA e d, do vetor ATb valem exatamente:

i = (8 &) ¢ d; = (f g), com

m
g(x) =1, gy(x) =x¢(p, q) =k21p(xk) q(xy)-
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it) Trabalhando agora com os valores numéricos

x\l 3 4 6 8 9 11 14

f(x)

1 2 4 4 5 7 8 9

monte a matriz A e o vetor b do sistema Aa = b-(A: 8x2, a: 2xleb: 8x1);
verifique que A tem posto completo;
verifique que b & Im(A);

comprove, desta vez numericamente, que o sistema linear ATAx = ATb que dé a
solugdo de residuo minimo de Aa = b € o sistema normal da solugdo de qua-
drados minimos, descrita no texto.

iit) aplicando os itens anteriores, (i) e (i), ache as solugdes de quadrados mini-

mos quando
1 0 0.1
a) A=10 1|l eb=| 0
0 0 1
x-3y= 09
2x + 5y = 1.9
b) {-x +2y=-09
3x - y= 30
X+ 2y = 11




CAPITULO Q]

INTEGRAGAO NUMERICA
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7.1 INTRODUGAO

Sabemos do Cilculo Diferencial e Integral que se f(x) é fungdo continua em [a, b], entdo
esta funcao tem uma primitiva neste intervalo, ou seja, existe F(x) tal que F'(x) = f(x).

b
Assmf f(x) dx = F(b) - F(a), no entanto, pode ndo ser ficil expressar esta fungéo primiti-
a

va por meio de combinagoes finitas de fungdes elementares, como, por exemplo, a fungido

- A
f(x) = e™*, cuja primitiva F(x) que se anula para x = 0 é chamada funcéo de Gauss.

Existe ainda o caso em que o valor de f(x) € conhecido apenas em alguns pontos,
num intervalo [a, b]. Como nao conhecemos a expressao analitica de f(x), ndo temos

b
condigdo de calcular f f(x) dx.
a
Uma forma de se obter uma aproximacgao para a integral de f(x) num intervalo

[a, b], como nos casos acima, € através dos métodos numéricos que estudaremos neste
capitulo.

295
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A idéia béasica da integracdo numérica € a substituigao da fungdo f(x) por um
polindmio que a aproxime razoavelmente no intervalo [a, b]. Assim o problema fica resol-
vido pela integragdo de polindmios, o que € trivial de se fazer. Com este raciocinio podemos

b
deduzir f6rmulas para aprnximarf f(x) dx.
a

Neste capitulo, as férmulas que deduziremos terdo a expressio abaixo:

fb f(x) dx = A,f(xy) + Af(x)) + ... + A f(x), x; € [a,b], i=0,1,..,n.
a

7.2 FORMULAS DE NEWTON-COTES

Nas férmulas de Newton-Cotes a idéia de polindmio que aproxime f(x) razoavelmente é
que este polindmio interpole f(x) em pontos de [a, b] igualmente espagados. Conside-
remos a particao do intervalo [a, b] em subintervalos, de comprimento h, [x;, x,,,],
i=0,1,..,n-1 Assimx,,-x,=h=(b-a)n

As formulas fechadas de Newton-Cotes sao formulas de integragéo do tipo

b X n
) f(x) dx = [ x“ fx)dx = Agf(xy) + A f(x,) + ... + A f(x,) =_zﬂ Af(x,),
0 1=

sendo os coeficientes A; determinados de acordo com o grau do polinémio aproximador.

Desenvolveremos a seguir algumas das férmulas fechadas de Newton-Cotes, a
saber, a regra dos Trapézios ¢ a regra 1/3 de Simpson.

Existem ainda as formulas abertas de Newton-Cotes, construidas de maneira ani-
loga as fechadas, com x; e x;, € (a, b).

7.2.1 REGRA DOS TRAPEZIOS

Se usarmos a férmula de Lagrange para expressar o polindmio p,(x) que interpola f(x) em
X, € X, temos
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Xl} fx,) + ’ ;x‘}) f(x,) | dx = .

b=x
f:f(x)dx -fa_ pl(x)dx -f

Assim, I = % [f(xg) + f(x,)], que € a drea do trapézio de altura h = x; — x,, ¢ bases

f(x,) e f(x,).

GRAFICAMENTE
! f(x)
L S e P1(X)
fxo) [
|
7
A >
a=x b=x, -
Figura 7.1

Observando a Figura 7.1 vemos que ao substituir a 4drea delimitada pelas cur-

X
vas y = f(x), X = Xy, X = X, y = 0 (0 valor def : f(x) dx é exatamente esta drea!) pela area
X
0
do trapézio, de altura h e bases f(x;) e f(x,;), cometemos um erro. Vejamos como € a
expressdo deste erro.

Da interpolagdo polinomial sabemos que

'(E
f(x) = p;(x) + (x = xp)(x - %) 5, & E(xp x)).
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Integrando esta expressdo de x;; a x, teremos:

f'(E,)
2

X, %
I f{x)dx-l,r+fxu(x—x0)(x-xl) dx.
0

Portanto, o erro na integracao pela regra dos Trapézios, E‘P € dado por

x f'(g,)
Ep = f; (x = X)(x - xl)—-;l- dx.
0

Para calcular esta integral lembramos inicialmente que f '(§,) € funcdo de x.
Seja g(x) = (x - xg) (x — x,). Entdo,

Er = 5J & e

Observe que ¥ x E(xﬂ, x;), g(x) <0 e que, se f'(x) for continua em [xg: %41,
existem nimeros reais p e P, tais que p < f'(x) < P.

Assim, p = f'(§,) < Pe, como g(x) =< 0, entio

pe(x) = g(x)f'(E,) = Pg(x)

Pf:‘ g(x) dx ﬁfllg(x]f"{gx)dx < pf:g(x)dx
0 %o

e —
<0 <0
X ’ A
[ e f'(E) dx
P = %o : = P
f 1g(:r:)t:lx
lﬂ -

=A
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Da hipétese de f''(x) ser continua em [x,, x,] e do fatodep < A < P, temos que
existe ¢ € (xg, x;) tal que f''(c) = A, ou seja

[ e () dx = £'(c) [ :; g(x) dx,
%o

que € o Teorema do Valor Médio para Integrais.
Assim,

B =2f : gX) F'E) dx = 3 19 g dx, ©€ (xgx,)
0

3
E; = -?—2 f'(c), cE (Xp X;). Em resumo,

A h hd _,
fxﬂf(x) dx = 5 {f(xg) + fx;)} - 35 ().

7.2.2 REGRA DOS TRAPEZIOS REPETIDA

Como podemos ver, tanto graficamente quanto pela expressio do erro, se o intervalo de
integragdo € grande, a férmula dos Trapézios nos fornece resultados que pouco tém a ver
com o valor da integral exata. O que podemos fazer neste caso é uma subdivisio do
intervalo de integracdo e aplicar a regra dos Trapézios repetidas vezes. Chamando x, os
pontos de subdivisao de [a, b], X; tais que X, —X=h, i=0,1, .., m-1 teremos

h3f"(c,)
12

b m-1 m-1

m -1 m-1 f'(c

h 3
= X _[f(x;) + f(x;,;)]] - £ h
i=0 2 ¥ e i=0 12

i
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Como estamos supondo f'(x) continua em [a, b], uma generalizagdo do Teorema
do Valor Intermedidrio nos garante que existe £ € (a, b) tal que:

m-1
z f'(c;) = mf'(§).
i=0

Assim,

J ™ f(x)dx = % [fxg) + 2f(x)) + 2f(x;) +... + 2f(x, _;) + f(x)] -th%l
%

€
Ly & g {f(xg) + 2[f(x)) + (xy) + ... + fx,, )]+ £x_)}
_ _mh’f'§)
Err 12
GRAFICAMENTE
0 s

>
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Da mesma forma que na interpolacdo polinomial, ndo podemos calcular exata-
mente f"'(E), visto que nao conhecemos o ponto £. Quando possivel calculamos um limitante
superior para o erro.

Temos que:
h3 o
Erg = -m 12 (&)

Sendo f’(x) continua em [a, b] entdo existe M, = méax |f’(x)|. Assim
x € [a,b]

mh’M,

=
|EI'R I 12

b-a
h

ou, lembrando que m =

b-a

2
|ETR| < 2 h*M, .

Exempio 1
_ 1
Sejal = f & e*dx
a) Calcule uma aproximacao para I usando 10 subintervalos e a regra dos Trapé-

zios repetida. Estime o erro cometido.

b) Qual o nimero minimo de subdivisGes de modo que o erro seja inferior a
10737

(a) Os pontos x; = 0.1i, i = 0,1, ..., 10 dividirao o intervalo [0, 1] em subinter-
valos com h = 0.1. Aplicando a regra dos Trapézios repetida, teremos

1
f eX dx = %i (€0 + 201 + 2602 4 .. 4+ 2607 4 2¢08 4 2e09 4 ¢) = 1.719713
0
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e 0 erro exato desta aproximagao serd

|Emgp | =

10(0.1)° ¢

0.01

|Erg| = =5~ mix |eX| ~ 0.00227

2 xep 1

(5) |Eqg| = |f(;=)| EE(0,1) commh=x, ~x)=1¢ mix |f'(x)| =¢ =

x € [0,1]
|ETR|““ eAcond1gao|Em|<10‘3serésansfcltase~h—2e<10‘3istoe

12
12 103
se h? < ——-x—e-— =~ 0.00441. Portanto, deveremos tomar h < 0.0665, ou

1 S
m = = 16, para obtermos uma aproximagio com erro menor que 1073

(m inteiro e m > 15.03759).

7.2.3 REGRA 1/3 DE SIMPSON

Novamente podemos usar a férmula de Lagrange para estabelecer a férmula de integracao
resultante da aproximagdo de f(x) por um polindmio de grau 2. Seja p,(x) o polinémio que
interpola f(x) nos pontos x; = a, X, =x;+h e x,=x, +2h=b:

P = T 0 T e T anm

(x - xl){x = Kg) (x - XD)(X m 32} (x - Xg){x 2 Kl)

f(x,).

Assim,

b X Ry f(xy) .x,
J 1) dx -fXZf(x)dx -fxupz(x)dx = Eh—zfxﬂ(x—xil(x—xzhdx—

x1)J' (x - xﬂ(x xz}dx+—f (x - xo)(x xl}dx=1
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As integrais podem ser resolvidas, por exemplo, usando a mudanga das varidveis
X — Xq = zh. Assimdx=hdz,x=xﬂ+zh; entao

X-X,=Xg+zh-(xg+h)=(z-1)h e
X—X,=(z-2)h

e, para
X =Xg,z=0; x=x,z=1 e X=X,Z=2
Com esta mudanca,

f(xg)h .2 2 f(x,)h 2
Ig = x,;’ fﬂ(z—l}(z—Z]dz—f{xl]hfnz{z-Z)dz+ 122 fﬂz{z-l)dz.

Resolvendo as integrais obtemos a regra 1/3 de Simpson:
Cfx)dx = L [f f

J @ dx = Z[fxg) + 4f(x;) + flxp)] = g
0

Podemos mostrar, embora a demonstracio seja um pouco mais elaborada que a

fe'ita na regra dos Trapézios, que a expressao do erro na férmula de Simpson, supondo que
f(“')(x) € continua em [x, X,], €

5
Eg = - -ga fiv)(c), c€E (g X,).

Desta expressao para o erro observamos que o ganho na poténcia de h, ao passar
da aproximacdo linear para a quadritica, foi substancial. No préximo exemplo este ganho
ficard evidenciado.

7.24 REGRA 1/3 DE SIMPSON REPETIDA

Antes de apresentarmos o exemplo, apliquemos a regra de Simpson repetidas vezes no
intervalo [a, b] = [x,, x_]. Vamos supor que x, X, ..., X, $30 pontos igualmente espagados,
h=x,, —x;, e m¢é par (isto é condigdo necessdria pois cada parédbola utilizard trés pontos
consecutivos).
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Em cada par de subintervalos, temos

h b 4
[ = Sl + i) + ] + (- g5 ()

C € (X 90 Xop) € km=1,..., m.
2

Entao,

f‘m w2 h
xﬁf(x} dx = kfl f 0 f(x) dx = 3 {[f(xy) + 4f(x,) + f(x,)] + [f(x,) +

—2

4f(x;) + f(x))] + ... + [fx, 5) + 4f(x ) + f(x )]}

m/2 5
+ T (-5

Assim,
Isr '% {[f(xg) + fx;p)] + 4[f(x)) + £(x5) + ... + f(xy, )] + 2[f(x)) +
+i(xy) + ... + f(x )]}
E m£2 E fiv,
SR © ‘k_l 90 (€.

Novamente, supondo que fi¥(x) € continua em [X,, x_ ], usamos uma generalizagio
do Teorema do Valor Intermediério e obtemos:

b mh’ ;.
Bsgp = -5 g I B) = — g9 F'E), EE(xg xp)

S
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Temos ainda que existe M, = mix | fY(x) |. Assim
xE [xg, xm]

th
|Esr| = g0 M

b-a
h

ou, lembrando que m =

?

|ESR = __akM

Exemplo 2
Seja [ Lex
eja =fﬂc dx

a) Calcule uma aproximacédo para I usando a regra 1/3 de Simpson com m = 10.
Estime o erro cometido.

b) Para que valor de m terfamos erro inferior a 10737
(@) Sendo m = 10, h = (1/10) = 0.1. Assim,
f;e‘dx - *03—1 (90 + 4e01 4 2602 4 4e03 4+ . 4+ 2608 4 4609 4 el-0)

= 1.71828278.
Temos

0.13
|Eqg | = |5 x 5 e5|, EE(0,1).

Portanto,

|Egg| < 5.555x 1077 x mix |e*| = 1.51016x 107,
x&10,1]
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Observe que |Egg | = 0.00000151 < 0.00227 = |Eqy, |, encontrado no Exemplo 1a.

<

m b’ h .
(b) |Eggr| = |E@e§| < ﬁemlsmhzxm—x{):l e ¢ < eem [0, 1].

A condigao | B | < 107 sera obedecida se h for tal que

4

%e < 1073, isto é, h* < 0.06622 = h < 0.50728.

b-a 5 1
h 0.50728
Trapézios precisamos de m = 16, como vimos no Exemplo 1b.

Assim, m = ~ 1.9713 = m = 2. Observe que na regra dos

OBSERVACOES

i) Das expressoes obtidas para o erro na regra dos Trapézios e na de Simpson,
concluimos que a regra dos Trapézios integra sem erro polindmios de grau
n =< 1 e ade Simpson polindmios de graun < 3.

if) As demais férmulas de integragio numérica, do tipo férmulas fechadas de
Newton-Cotes, sdo deduzidas de maneira andloga trabalhando com polind-
mios de graun = 3, n = 4 etc.

iii) Para um n qualquer, uma férmula de Newton-Cotes € dada por

fxn f(x) dx = fx“ p,(x) dx = (usando a férmula de Lagrange para p,(x))
X0 X0
- J.:,, [f(x)Lo(x) + fx)L;(x) + ... + f(x )L (x)] dx
0

=[f:L0(x)dx1 f(xg) + [_]:Ll(x)dx]f(x]) P
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1 : L (x) dx] f(x,) =

= Agfxy) + A f(x) + ... + A f(x,)

Assim, nas férmulas de Newton-Cotes,

Ay = J'}: Ly(x) dx.
]

7.2.5 TEOREMA GERAL DO ERRO

Sendo n o grau do polindmio que interpola f(x) (n = 1 na regra dos Trapézios) e lembrando

que f e Ck [a, b] significa que f e suas derivadas até ordem k sdo continuas no intervalo
[a, b], enunciaremos, sem demonstragdo, o Teorema Geral do Erro nas fé6rmulas de Newton-
Cotes.

TEOREMA 1

Seja fe C**2[a,b]. Entdo o erro na integracdo numérica, E , usando as férmulas de
Newton-Cotes é:

i) se n € impar,

o

_ o2 f(TH'”(ﬁ} J-zu(u__l)___(u_n)du, ae [a, b];

n T (n+1)!

i) se n € par,

hﬂ+3 f(n+2_}
n T (n+2)!

E ©) I;(u—%)u(u—l)...(u—n)du. E € [a,b].
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7.3 QUADRATURA GAUSSIANA

Fizemos algumas observa¢des sobre as férmulas de Newton-Cotes, no que diz respeito ao erro.

De maneira geral, uma férmula de Newton-Cotes (que aproxima f(x) por um
polindmio que interpola f(x) em xg, Xy, ..., X, ) € exata para polindmios de grau < n. A regra
1/3 de Simpson é uma excegdo, pois para ela n = 2 e, no entanto,

% : b

I py(x)dx=1I;, pois Eq=- % p':;"'}(c} =0.

X

0

Vamos mostrar aqui que conseguimos deduzir outras férmulas do mesmo tipo que as
de Newton-Cotes, ou seja:

b
[ fx)dx = Agf(xg) + ... + A fix )

onde Xy, X;, ..., X, 580 n + 1 pontos distintos. Tais férmulas sdo exatas para polinémios de
grau < 2n+1 e sdo conhecidas como Quadratura Gaussiana. Mais referéncias sobre este
assunto podem ser encontradas em [3].e [27].

Das férmulas que vimos temos:
b b b
[ fwyax = (1] Lymdxifeg +..+ [ Lxdxfx)) + E, = I +E,
a a a
ou seja,

b
[ fx)dx = Af(xg)+ ... + A_f(x ), onde

b
Ak=J.a L(x)dx k=0,1,..,n

e, da expressdo de E , temos que, de um modo geral, estas férmulas sdo exatas para polinémios
de grau = n.
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Nas férmulas de Newton-Cotes, os pontos X, ..., X, sobre os quais sao construidos os
polindmios Ly (x) sdo pontos igualmente espagados, prefixados em [a, b]. Na Quadratura Gaus-
siana deixamos X, X, ..., X, indeterminados e assim conseguimos férmulas do mesmo tipo:

b
[ fx) dx= Agfixg) + ... + A f(x,), onde

b
Ay =I L,(x) dx e que sdo exatas para polindmios de grau < 2n+ 1.
]

Veremos a seguir a construgdo da férmula da Quadratura Gaussiana para n = 1, ou
seja, queremos determinar Xy, X;, Ay € A, tais que

b
I f(x)dx = Aof(x0)+AIf(xl) seja exata para polindmios de grau < 3,
a

Para simplicidade de cdlculos, determinaremos esta férmula considerando [a, b]
= [-1, 1].

Dizer que a férmula € exata para polindmios de grau < 3 equivale a dizer que a
férmula € exata para
go() = 1, g, () =1, ngt)=l2 e g3(t]=t3. ou seja,

1
2=] 1dt= Agtg) + Agelt) = Ag+A,

|
0=] tdt= Agty) + Agi) = Agty + A

LK

1
= .[ Ilz dt = Agg,(ty) + Ag,(t) = Aglg + Ajt]

1
0= .[ |‘3 dt = Aggs(ty) + Agyt)) = Agty + At}
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Temos entdo o sistema ndo linear com quatro equagdes e quatro incognitas:

[(A; +A; =2
Aty + Aty = 0
Ay + A2 = 2/3
A + At = 0.

Resolvendo, temos

to=-V3/3, t;=V3/3 ¢ Ay=A, = 1.

Observe que

1 1L (t-v3/3)
f_lLU(t)dt-I_l CV3/3-v3/3) Gt=Ae=1

1 1 (t+v3/3)
f_lLl(t}dt -j'_l V3/3+7373) dt = A, =1

No caso de um intervalo [a, b] genérico, efetuamos a mudanga de varidveis:
parat € [-1, 1] corresponde x € [a, b] onde

b-a
2

x-%[a+b+t(b—a)] e dx= dt.

Exemplo 3

10
Seja calcular [ . e dx. Neste caso, [a, b] = [0,10], x =5 + 5t, dx = 5dt, f(x) =™ e

g(t) = e ~ 5. Usando a férmula da Quadratura Gaussiana com dois pontos temos

0 1
f eXdx = 5[ eS5-Stdt =1
0 -1
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Entdo,

t, = —V3/3 = —0.577350 e t; = \3/3 = 0.577350

I = S[Ase(ty) + Ag(t)] = 5[5+ 533 4 5-5V3/3)

=5 [6_2'”3249 + 8—7.336751] =0.606102.

Sabemos que com seis casas decimais,

10
[ e dx=0.999955.
0

Assim, o verdadeiro erro, com seis casas decimais, é

lerrol = 10.999955 — 0.606102I = 0.393853

Para que |[Epp | < 0.393853, na regra dos Trapézios, seria necessario tabelar f(x) em,

no minimo, 16 pontos (m = 15).

E, para a regra 1/3 de Simpson, |Eg, | < 0.393853, implica m = 8 e seria ne-

cessdrio portanto, tabelar a funcao em 9 pontos.

EXERCICIOS

1. Calcule as integrais a seguir pela regra dos Trapézios e pela de Simpson, usando quatro e
seis divisdes de [a, b].

Compare os resultados:

a) _[2 e* dx
1
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Usando as integrais do exercicio anterior com quantas divisoes do intervalo, no mini-
mo, podemos esperar obter erros menores que 1077

0.6
Calcule o valor aproximado de f :

com trés casas decimais de precisio usando

a) Simpson
b) Trapézios.

Em que sentido a regra de Simpson ¢ melhor do que a regra dos Trapézios?

Qual o erro maximo cometido na aproximacao de f (3x3 - 3x + 1)dx pela regra de
Simpson com quatro subintervalos?

Calcule por Trapézios e compare os resultados.

n/2
Determinar h, a distincia entre x; € X, ,, para que se possa avaliar f cos(x)dx com

erro inferior a ¢ = 1072 pela regra de Simpson.

Use a regra 1/3 de Simpson para integrar a fungao abaixo entre 0 e 2 com o menor
esforgo computacional possivel (menor nimero de divisdes ¢ maior precisdo). Justifi-
que. Trabalhe com trés casas decimais.

x2 se 0 sx=1
f(x) =

(x+2P sel< x<=2

A regra dos Retdngulos repetida ¢ obtida quando aproximamos f(x), em cada subinter-
valo, por um polindmio de interpolagado de grau zero. Encontre a regra dos Retangulos
bem como a expressdo do erro, fazendo:
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10.

11.

a) pl,(x) = fx; 1) j = 1
: = s :
b) pi (x) = f(f'z—xl) j=1,2,..,m
Esta € a regra do Ponto Médio e € uma férmula aberta de Newton-Cotes.

Obtenha a férmula do Erro para a regra dos Trapézios e para a regra 1/3 de Simpson a
partir do Teorema 1.

Seja o problema:

Interpolar a fungio sen(x) sobre [0, /4] usando um polindémio de grau 2 e integrar esta
funcgdo, neste intervalo, usando a regra 1/3 de Simpson.

Qual deve ser o menor nimero m de subintervalos em [0, E ] para se garantir um erro
menor que 10~ tanto na integragdo quanto na interpolagio?
a) Comprove gréfica e analiticamente que se:
i) f’(x) é continua em [a, b], e
i) f'(x)>0, ¥ x€|[a,b],
b
entao, a aproximacdo obtida para _f f(x) dx pela regra dos Trapézios ¢ maior do
a

b
que o valor exato da _r f(x) dx. Considere n = 1.
a

b) Sabendo que f(x) = e* + x* satisfaz as condigdes acima em [0, 1], e que
1
[ = fﬂ (eX + x2)dx = 2.051, comprove que a conclusdo do item (a) € vilida

também para a regra dos Trapézios repetida, calculando I com erro inferior a
5 x 10~2. Use trés casas decimais.
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12. Deduza a férmula de integragao da forma

J 11 f(x) dx = wof(~0.5) + wyf(0) + w,f(0.5)

que integre exatamente polindémios de grau < 2.

13. Dada a tabela:

X ' 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

f(x) ‘ 1.0 1.2408 1.5735 2.0333 2.6965 3.7183

e sabendo que a regra 1/3 de Simpson €, em geral, mais precisa que a regra dos
1
Trapézios, qual seria 0 modo mais adequado de calcular I = f 0 f(x) dx, usando a tabela

acima? Aplique este processo para determinar I.

14. Calcule, pela regra dos Trapézios e de Simpson, cada uma das integrais abaixo, com
erro menor do que € dado:

T
a) fﬂ esenlx) dx; £=2x10"2,

n/2
b) [ 1 (sen(x))/2dx; €=10"%

2
15. Usando a regra de Simpson, calcule o valor de f £ com precisdao de 4 casas deci-

mais. Compare o resultado com o valor de In(2). L

1
16. Calcule x da relagio n/4 EJ-@ dx/(1 + x?) com erro de 1073 por Simpson.
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17. Considere a integral:

I= fl e dx.
0
a) [Estime I pela regra de Simpson usando h = 0.25.
b) Estime I por Quadratura Gaussiana com 2 pontos.
c) Sabendo que o valor exato de I (usando 5 casas decimais) € 0.74682, pede-se:

cl) compare as estimativas obtidas em () e (b);

¢2)  quantos pontos seriam necessirios para que a regra dos Trapézios obtivesse
a mesma precisdo que a estimativa obtida para I em (b)?



% CAPITULO [E]

M‘;ﬁ?’"
SOLUCOES NUMERICAS DE
EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS: PROBLEMAS DE VALOR
INICIAL E DE CONTORNO

8.1 INTRODUGCAO

Equagoes diferenciais aparecem com grande freqiiéncia em modelos que descrevem quanti-
tativamente fendmenos em diversas 4reas, como por exemplo mecénica de fluidos, fluxo de
calor, vibragdes, reacbes quimicas e nucleares, economia, biologia etc.

Considere, por exemplo, o circuito mostrado na Figura 8.1. A caixa quadrada
representa um diodo de Esaki com a funcdo caracteristica f(v) representando a corrente
como func¢ido da tensdo, v. As leis de Kirchoff aplicadas a este circuito nos fornecem a
seguinte relagido entre a corrente i e a tensao v;

L
— T

pr c# ¢i=f(v1

WWW
R

Figura 8.1

316
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di . N
Ldt =E-Ri-v=I34v)
dv . .
-C &= f(v) —i=V(Q3,v)

onde E, R, C e L sdo constantes positivas e vf(v) = 0, ¥ v. Temos assim um sistema de duas
equagdes para ser resolvido.

As equacdes do problema anterior sdo chamadas equacoes diferenciais, uma vez que
envolvem derivada das fungoes.

Se uma equacio diferencial tem apenas uma varidvel independente, como é o caso das
duas equagdes do nosso exemplo, entdo ela é uma equagdo diferencial ordindria, que é o
assunto do nosso estudo neste capitulo. Sdo exemplos de equagdes diferenciais ordindrias:

gi=x+y; y=x*+y% y’+(1-y)y'+y=0 e u”+eV-e" = f(x)

Se a equacio diferencial envolve mais que uma variavel independente entdo ela é uma
equacdo diferencial parcial, como a equagio

du  du

oy

u(x, y), em relagdo a varidvel (.).

=0 com u=uXxy)e ? indicando a derivada parcial segunda de

Uma solugdo de uma equacdo diferencial ordindria é uma fungio da varidvel inde-
pendente que satisfaca a equagao. Assim,

i) gii = y=y tem y(x)=ae*, ae R como solucio;
ii) u"" =0 é satisfeita para u(x) = p,(x) onde p,(x) é qualquer polinémio de grau 2.

Isto ilustra um fato bem geral: uma equacgdo diferencial possui uma familia de
solucdes e ndo apenas uma. A Figura 8.2 mostra uma familia de solugdes de y=y e de y=-y.
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y09 !

/
—
—-'-—-
]

Figura 8.2

A equacdo do exemplo (i) é de primeira ordem ao passo que a do exemplo (i) €
de 3* ordem. Assim, ordem de uma equagdo diferencial ¢ a mais alta ordem de derivagao
que aparece na equacao.

Uma equacdo diferencial ordindria € dita /inear se a funcdo e suas derivadas
aparecem linearmente na equacdo. Assim, Xy =X —y € linear ¢

y'+(1-y)y' +y=0 e u"+e™=1£(x)sdo ndo lineares.
J4 que, como ilustram os exemplos (i) e (ii), uma equagao diferencial ndo possui
solugdo dnica, vemos que para individualizar uma solugao temos de impor condigoes suple-

mentares. Em geral, uma equagido de ordem m requer m condig¢oes adicionais a fim de ter
uma tnica solugdo. Em principio, estas condigdes podem ser de qualquer tipo, por exemplo,

y(0) = 1
y'(4) = -5

y(2) + 5y'(3) = 6
f; senxy(x)dx = 0

lim y(x) = k

X—=
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Se, dada uma equacao de ordem m, a funcao, assim como suas derivadas até
ordem m — 1, sdo especificadas em um mesmo ponto, entdo temos um problema de valor
inicial, PV1, como sao os casos:

y'(x) =y
a) |

y(0) =1
" y”'+(x+1)y”+cosxy’—(xz—l)y-x2+yzsen(x+y)
) y(0)=1.1, y'(0)=22, y"(0)=3.3

Se, em problemas envolvendo equagdes diferenciais ordindrias de ordem m,
m = 2, as m condi¢bes fornecidas para busca de solugdo tinica ndo sdo todas dadas num
mesmo ponto, entdo temos um problema de valor de contorno, PVC.

Um exemplo de problema de contorno € o de uma barra de comprimento L sujeita
a uma carga uniforme q. Se, no ponto x, = 0 esta barra esta presa ¢ em x; = L ela estd s6

apoiada, este problema é descrito pelo seguinte problema de contorno:

yi¥(x) + ky(x) = q
y(0) = y'(0) = 0
y(L) = y"(L) = 0

onde k € uma constante que depende do material da barra.

Ao contririo do que ocorre com os PVI, é comum que poblemas de contorno nao
tenham unicidade de solucao. Por exemplo, para todo a € R, y(x)=a(1 + x) € solugdo do
PVC:

yH-O

y(-1) = 0
y(1) - 2y'(1) = 0

8.2 PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

A razao mais forte de introduzirmos métodos numéricos para aproximar solucgoes de pro-
blemas de valor inicial (PVI) é a dificuldade de se encontrar, analiticamente, as solugdes da
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equagio. Em muitos casos, a teoria nos garante existéncia e unicidade de solugdo, mas néo
sabemos qual € a expressao analitica desta solugao.

Os métodos que estudaremos aqui se baseiam em:

}’! - f(X, Y)

dado o PVI:
}'{Xﬂ) L2 7

construimos Xx,, X, .., X, que, embora n3o necessariamente, para nos serao igualmente
espacados, ou seja: X, —x;=h,i=0, 1, ..., e caiculamos as aproximagoes y; = y(x;) nestes

pontos, usando informagoes anteriores.

Se, para calcular y; usamos apenas y; ; teremos um método de passo simples ou

passo um. Porém, se usarmos mais valores, teremos um método de passo miiltiplo.

Como estamos trabalhando com PVI de primeira ordem, temos uma aproximacao
inicial y(x,) para a solugdo. Assim, os métodos de passo um sao classificados como auto-
iniciantes. J4 para os métodos de passo miltiplo temos de langar mao de alguma estratégia
(como usar métodos de passo simples) para obtermos as aproximacdes iniciais necessarias.

Outras caracteristicas dos métodos de passo simples sdo: i) em geral temos de
calcular o valor de f(x, y) e suas derivadas em muitos pontos; ii) temos dificuldades em
estimar o erro.

8.2.1 METODOS DE PASSO UM (ou passo simples)

METODO DE EULER

Um método numérico que podemos aplicar a solugio aproximada de um PVIL: y' = f(x, y),
y(xy) = yo € 0 método de Euler, o qual consiste em: como conhecemos x; ¢ y, = y(xg)s

entdo sabemos calcular y'(x,) = f(x,, y,). Assim, a reta que passa por (xg, y,) com coeficien-

te angular y'(x;), ry(x) € conhecida:
13(x) = y(xg) + (x — xp)y'(xp)
Escolhido h = x,; - X, y(X;) = y; = 15(xq) = y5 + hy'(xp), ou seja,

Y1 = Yo + hi(xg, yo)-
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O raciocinio € repetido com (x,, y,) € y, = y, + hf(x;, y;) e assim, sucessi-
vamente, 0 método de Euler nos fornece

Yeer = Y + bf(x, y,), k=0,1,2, ...

GRAFICAMENTE

e b

Xg=0 X, =Xy+h X

Figura 8.3

METODOS DE SERIE DE TAYLOR

Os métodos que usam o desenvolvimento em série de Taylor de y(x) teoricamente fornecem
solugao para qualquer equacao diferencial. No entanto, do ponto de vista computacional, os
métodos de séric de Taylor de ordem mais elevada sdo considerados inaceitdveis pois, a
menos de uma classe restrita de fungdes f(x, y) (f(x, y) = x* + y2, por exemplo), o célculo
das derivadas totais envolvidas € extremamente complicado.

Suponhamos que, de alguma forma, tenhamos as aproximacgoes y,, y,, ..., ¥, para
y(x), em Xy, X5, ..oy X
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Se y for suficientemente “suave”, a série de Taylor de y(x) em torno de x = x €

(x-x) y®(x,)
y(x) = y0) +y' )X = x ) +y (X )~ —+ .+ (x - x )<+

k+1)
" y* &)

{x—xn)k"'], F,x entre x_ e X.

k+1)!
Assim,
? (xn+1 B xm)"2
Yhge) = Y + TGNy = %) + ¥R~ + L+
(% =% )
+ y(k]{xn)_il_i%

Se ygj] representa a aproximacido para a j-€sima derivada da funcio y(x) em X!

yO(x,) e h=x_,, -x_, teremos:

(x_, ) =~ = +’h+”h—2+ +{k].]]_k
b AN Yol = Yo T Y g Ve T Xy k!

e o erro de truncamento € dado por

y&E )
n hk+1

e(x ) =
(xy) (k+1)!

Observamos que, se y(x) tem derivada de ordem (k+ 1) continua num intervalo
fechado I que contém os pontos sobre os quais estamos fazendo a discretizagdo, entdo existe

M, , = mix | y(k*‘“(x) |; assim teremos um majorante para o erro de truncamento pois
xel

Iy D E)I =M, ¥ E e

l\{k lhk-l-l
—ti — ChkH
= le(x )| < max . le(x)| < S il

PR (k+ D!
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Um método numérico é dito de ordem p se existe uma constante C tal que

le(x, )1 < Chp+1

onde C pode depender das derivadas da fungdo que define a equacdo diferencial.
Portanto, os métodos de série de Taylor sdo de ordem k.

Para aplicar o método de Taylor de ordem k:

4 )

B }' Y # rrr
Ype1 = ¥q + Yah + Z—I;hz + ... + ﬁhk temos de calcular y,_, Y“,---.y(nk)

Agora,
y'(x) = f(x, y(x)). Entio
yﬂ(x) = fx(x, Y(X)) + f},(X, }'(x)}y’(x] = fx + f)'f em uma nutagﬁn simplificada.

Assim, por exemplo, o método de série de Taylor de 2° ordem €

h?
Y[H-l = yl} + hf{xn’ yl’l) * E [fx(xn’ y“) + fy(xn“ Yn) f(xni yn}]! n= 0: l'b L=

Analogamente,
Y7(x) = f (% y(x)) + £ (X, yx))y'(x) +
+[f,,(x, y(x) + £, (x, )y Gy () + £, (x, y(x)) y“(x) =
=l t fxyf+ {f:ﬂt + fwf)f+ fy(fx + fyf) ;
em notacao simplificada.
Assim, y” =f, +f, £+ 6 f+£ P+Ef +£f

_ 2
=f, +2f f+f PP+ + (f},)zf.
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A terceira derivada total ji nos mostra a dificuldade nos cdlculos. Observe ainda
que, para cada n, n = 0, 1, ... temos de calcular todos esses valores.

Consideremos o método de série de Taylor de ordem k = 1, ou seja,

Y6 )
Yos1 = ¥y + by, onde e(x_ ) = — h?

Conforme vemos, este € o método de Euler; concluimos portanto que o método de
Euler é um método de série de Taylor de ordem 1.

Exempilo 1

Seja o PVI: y" =y, y(0) = 1. Trabalhando com quatro casas decimais, usaremos o método de
Euler para aproximar y(0.04) com e < 5x 1074,

Do que vimos anteriormente,

¥R

e(x, )= 5 h?

Neste caso, conhecemos a solugdo analitica do PVI: y(x) = e*; temos entdio que

= mix ly’"(x)| = 2%=1.0408 = Iy’ )l < M,

x € [0,0.04]
donde
le(x)l < 1'02408 h? ¥ x e [0, 0.04]
1.0408 2x5x1074 1073

h? < 5x 1074, entdo h? < e portanto h < 0.0310.

2 1.0408  1.0408

Tomemos pois o maior h, de forma a trabalhar com pontos igualmente espagados,
ou seja, h = 0.02 pois queremos y(x) para x = 0.04.
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Assim, x,=0 e y(xg=y(0)=y,=1

=0.02
X, = 0.04

Agora y(x,) =y, =y, +hfix,y,)) =y, +hy,=
=Yyo(l +h)=1(1+0.02)=1.02

e y(X,) = ¥, = y, + hfix;, y;) = ... = y,(1+h)=1.02(1.02) = 1.022 = 1.0404.

Dado que e0-04

foi 1.0408~1.0404=4x 1074 <5x 1074,

Exemplo 2

r

Calcular y(2.1) usando a série de Taylor de 2* ordem para o PVL: {YZ) - ;“ !

Temos y'=(x—y)/x = 1 -y/x=y'(2)=1-2/2=0.

Entio,

y' =y /x+y/x: =2 y"(2)=0+2/4=1/2

-2y
{ ) "{2) ¥ ( 62)3 y.r"(g}

e yx) = y(2) + x-2)y'2) + ——
=2+ l|[x—2)2 + l(:!:--2)3 "®)
4 6 y

= y(2.1) = 2 + 0.25(0.1* + ... = 2.00238

, com quatro casas decimais, vale 1.0408, temos que o erro cometido

Agora, y”' = —y”/x+2y’/x% - 2y/x>. Assim, a menos que tenhamos alguma infor-
magdo sobre a solugdo do nosso problema, por exemplo, y”'(x) =K, o que acontece muitas

vezes, ficamos impossibilitados de medir o erro cometido.
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METODOS DE RUNGE-KUTTA

A idéia basica destes métodos € aproveitar as qualidades dos métodos de série de Taylor ¢
a0 mesmo tempo eliminar seu maior defeito que € o célculo de derivadas de f(x, y) que,
conforme vimos, torna os métodos de série de Taylor computacionalmente inaceitiveis.

Podemos dizer que os métodos de Runge-Kutta de ordem p se caracterizam pelas
trés propriedades:

i) sao de passo um;

ii) nao exigem o cdlculo de qualquer derivada de f(x, y); pagam, por isso, o
preco de calcular f(x, y) em vérios pontos;

iii) ap6s expandir f(x,y) por Taylor para fungao de duas varidveis em torno de
(x,, ¥,) € agrupar os termos semelhantes, sua expressdo coincide com a do
método de série de Taylor de mesma ordem.

Métodos de Runge-Kutta de 1° ordem — método de Euler

Ja vimos que o método de Euler é um método de série de Taylor de 1* ordem:

Y1 =Y, +hy,, n=0,1,2, ... Entdo

Yne1 = Yo + hi(x,, ¥,), n=0,1,2, ... e 0o método de Euler satisfaz as trés proprie-
dades acima que o caracterizam como um método de Runge-Kutta de ordem p = 1.

Métodos de Runge-Kutta de 22 ordem

Exporemos inicialmente um método particular que € o método de Heun, ou método de Euler
Aperfeigoado, pois ele tem uma interpretagdo geométrica bastante simples.

Conforme o prdprio nome indica, este método consiste em fazer mudangas no
método de Euler para assim conseguir um método de ordem mais elevada.
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Método de Euler Aperfeicoado
GRAFICAMENTE

xn-—h—- X

1

Figura 8.4

Dada a aproximagao (X, y,), supomos a situagao ideal em que a curva desenhada com linha
cheia seja a solugdo y(x) da nossa equagao (isto s6 acontece mesmo em (X, Yy)).

Por (x_, y,) tragamos a reta L, cujo coeficiente angular € y, = f(x, y_), ou seja,

Lyiizy(x) = y +(x=x)y, =y, +&=x )f(x,y)

Assim, dado o passo h, z,(x ,,) = z;(x; + h) = y ., do método de Euler, que
chamamos aqui de y,_ , ;. Seja P = (x +h,y +hy.) = (x .4 ¥,, 1) Por P agora, traca-
mos a reta L,, cujo coeficiente angular € f(x +h, y, +hy;) = f(x ;. ?n +1)

L,:zy(X)=(y,+hy ) + [x-(x +h)]f(x_+hy +hy )

A reta pontilhada L, passa por P e tem por inclinacao a média das inclinagoes das
retas L, e L, ou seja, sua inclinacdo € [f(x, y,) + f(x, + h, y + hy, )]/2.

A reta L passa por (x_, y,) € € paralela a reta L;, donde

L:z(x) =y +(x-x ) [fx, yn) +f(x +hy + hy;)]/Z.
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O valor fornecido para Y.+ Pelo método de Euler Aperfeicoado é z(x, + h) =
z(x, , 1), ou seja

h /
Yael = Yo + 5 fxp yp) + fxy+hy, +hyp)l, n=0,1,2, ...

Observamos que este método € de passo um e s6 trabalha com célculos de f(x, y),
nio envolvendo suas derivadas. Assim, para verificarmos que ele realmente é um método de
Runge-Kutta de 2° ordem, falta verificar se sua férmula concorda com a do método de série
de Taylor até os termos de 2° ordem em h:

h2 h2
Yoe1 =¥ * hf(xn’ Yn) ¥ Efx(xn’ Yn) + -z-_f{xn’ Yn)fx(xn’ yn)

h?
com e(Xy, )= al y”’(f;xm).

No método de Euler aperfei¢oado temos de trabalhar com f(x_ +h,y +hy]).
Desenvolvendo f(x, y) por Taylor em torno de (x, y ), temos:

605, ¥) = 805y Y) + By Y )= %) + £, 500 Y, = ¥) 3 [y (0 B~ 3,2 +

+ 2, (06 BXX = X,)(y — ) + £ (0 BXY — ¥,)°]

COD](IEITIIEXEXECBE-HUCYC}'“.

Assim,

f(x,+h,y, +hy,) = f(x_,y ) +f(x ,y )h+ f (X yhy, +

l:l2 # 4
+ 5 [f (e B) + 26, (a1 By, + £, (o B)y,2]
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Entdo o método de Euler Aperfeigoado fica:

Vot = Y+ o (0 Vo) + K05, ¥) +BE (5, 7,) +
2
+hf(x;, v, ) (X, ) + h; [fex(0n B) + 26(x,, yf, (o, B) + fx,, Yo)fyy (0 B)1} =
h2
= Yo+ hf(xy, yo) + 5 [B(Xp Yo) + 80 Yy (g )1 +

3
+ 2 16, (0% B+ 260x,, ¥, ) (0 B) + £, ¥, )y (00 B

Esta férmula concorda com a do método de série de Taylor até os termos de
ordem h?, provando assim ser um método de Runge-Kutta de 2* ordem.

Forma geral dos métodos de Runge-Kutta de 2* ordem

O método de Euler Aperfeicoado é um método de Runge-Kutta de 2* ordem e podemos
pensar que ele pertence a uma classe mais geral de métodos do tipo

Yoot = ¥y + haf(x,y,) + haf(x_+bh,y + byhy).

Para o método de Euler Aperfeigcoado,
a, = 1/2 b, =1
a,=1/2 b, =1

A pergunta natural que surge neste momento é se este tipo de método nio poderd
ser um método de Runge-Kutta de ordem maior que dois.

Temos quatro pardmetros livres: a,, a,, b, e b,. Para que haja concordéncia com a
série de Taylor até os termos de ordem h'! é necessério um pardmetro. Considerando agora
f(x,+bjh, y + b,hy, ) calculado pela série de Taylor de f(x, y) em torno de (x , y_ ) vemos

de maneira completamente andloga ao que foi visto para o método de Euler Aperfeicoado
que, para haver concordincia desta férmula com a do método de série de Taylor até os
termos de ordem h? sdo necessirios mais dois parimetros, visto que h4 a considerar os
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termos hzf,K € hzﬁ‘ O dltimo parametro que resta obviamente ndo € suficiente para que se
exija concnrdancra até os termos de ordem de h>.

Porém, com quatro parimetros disponiveis e apenas trés exigéncias, teremos uma
infinidade de métodos de Runge-Kutta de 2° ordem.

Realmente, como

f(x, +byh, y, + bohy;) = f(x;, y,) + bshf (x;, y,) + bhe(x,, y ) (x, ¥,) +

+ termos em h?,

Yne1 = Yq + 306X, yo) + aoh[f(x,, y,) + byhf (X, y,) + bohf(x, y )F (xp, y )] +
+ termos em h?. Entdo,

Yne1 = Yo *+ @y + a)hf(x . ) + (agb Dh’f (x,,y) + (a b )0 *f(x,, y ) (x,, ¥,) +
+ termos em h3.

Assim, para haver concordincia com o método de série de Taylor até os termos
em h? é preciso que:

a, +a.2=1
a2b1-1/2
azbz:-I/’Z;

conforme ji foi observado, um sistema de trés equacdes e quatro varidveis.

Escolhendo um dos pardmetros arbitrariamente, por exemplo a, = w = 0, temos

e a forma geral dos métodos de Runge-Kutta de 2* ordem é dada por

h h
Yoe1 =Yg + B[(1 - wW)(x_, y, ) + wi(x_ + 2w Yot o f(x,y)), n=0,1,2,....
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Métodos de Runge-Kutta de ordens superiores

De forma aniloga pode-se construir métodos de 3% ordem, 4° ordem, etc.

A seguir serdo fornecidas apenas férmulas para métodos de Runge-Kutta de 3% e

4? ordens:

3% ordem:

4% ordem:

2 1 4
Yos1 = Yo + -§k1 - -s:kz - §k3 onde

k1 = hf(xn’ 3’rn)

k
h 1
k, = hf(xn+5syn+3'}

3 3
ky = hf(xn+zh,yn+zk2).

1
Yas1 =Ya* g (k, + 2k, + 2k, + k,), onde
k, = hf{x_,y,)
k, = hf(x, +h/2,y, +k;/2)
ky=hf(x, +h/2,y, +k,/2)

k4-hf(xu+h,yn+k3).

Chamamos a atengdo novamente para o fato de os métodos de Runge-Kutta,
apesar de serem auto-inicidveis (pois sdo de passo um) e néo trabalharem com derivadas de
f(x, y), apresentarem a desvantagem de nao haver para eles uma estimativa simples para o
erro, o que inclusive poderia ajudar na escolha do passo h.
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Existem ainda adaptagoes dos métodos de Runge-Kutta que sao simples opera-
cionalmente e que sao usadas também para estimativas de erro e controle do tamanho do
passo h. Na referéncia [12] o leitor encontra a explicagdo, bem como uma listagem de uma
rotina baseada em métodos de Runge-Kutta para resolugdo de problemas de valor inicial.
Basicamente esta rotina exige seis célculos de f por passo, quatro dos quais sdo combinados
com um conjunto de coeficientes para produzir um método de 4* ordem e todos os seis
valores sdo combinados com um outro conjunto de coeficientes para produzir um método
de 5* ordem; a comparagido dos dois valores fornece uma estimativa do erro ¢ também é
usada para controle do tamanho do passo.

Exempilo 3

Seja o PVI do Exemplo 2:

r

Xy = x-y y=1-y/x=fxy)=1-1
-

ek = 4 y(x) =2

Encontrar y(2.1) pelo método de Euler com:

a) h=01
b) h=005
¢) h=0025

Yas1=Ynt hf(xn’ Yo)

y
="’1-"’r11+1-yn"'h_h_n

h
-h+(1—xn)yn
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b)

h-ﬁ.l:xﬁnlﬂ e X; =2.1

h 1
==»y(2.1)-y1-h+(1—x—0)yu-0.1+{1—%)2

=y, =01+2-01=2=y(2.1)~2.0
h=005=x,= 20, x;,=2.05 x,=21
=y(2.1) ~y,

h 0.05
yl-h+(l—%)yﬂ=0.05+(1—7)2-0.05+2—U.05-2

0.05

y,=h+(1- xi ) ¥y =0.05 4+ (1 - 5> )2 = 0.05 + 1.9512195 = 2.0012195

1 2.05

= y(2.1) ~ 2.0012195

h=0.025=x;,= 2.0; Xy = 2.025; x,=2.05; x;= 2.075 x,=2.1

h 0.025
yl-h+(1—g)y0n0.025+{1-—T)Z-O.DQS+2—0.025-2

h 0.025
y=he -5y = 0.025 + (1 -7 =2 ) 2 = 2.0003085

h 0.025
3;3-1”(1-)(2}3\»2 0.025 + (1 - > 2.0003085 = 2.0009145

0.025
¥, =0.025 + (1 - 5075 ) 2.0009145 = 2.0018071

= y(2.1) ~ 2.0018071.
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Exempilo 4
Dado o PVI abaixo, estimar y(1) por varios métodos ¢ varios tamanhos de passo h.
y' = 0.04y = f(x, y) = 0.04y

y(0) = 1000

Sabemos que a solugio exata é y(x)=1000e%% donde y(1) = 1000 %% =
1040.8108

a) Método de Euler
Yasr = Yo+ BE(Z, ¥y)

=¥, = ¥y +hx004xy =(1+0.04h)y,.

Assim, y; = (1 +0.04h) x 1000

y, = (1 +0.04h)y, = (1 + 0.04h)(1 + 0.04h)1000 = (1 + 0.04)2 x 1000

¥y = (1+0.04h)K x 1000, k=1,2,3, ...

Para h = 1, temos

y(1) =y, = (1 +0.04) x 1000 = 1040.
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Para h = 0.5, temos

y(1) = y, e

y, = (1 +0.04 x 0.5 x 1000=(1 + 0.02)% x 1000 = 1040.4.

Para h = 0.25, temos

y(l)=y, e

¥, = (1 +0.04x0.25)* x 1000 = ... = 1040.604.

Para h = 0.1, temos

y(l)=y,p ©

¥10=(1+0.04 x 0.1)1% x 1000 = 1040.7277.

b) Meétodo de Euler Aperfeigoado (Runge-Kutta de 2* ordem):

h
Yar1 =¥t 5 Xy ¥g) + G+, y, +hilx, y)]
h
=y, + 2 [0.04y_ +0.04(y, +hx0.04y )]

h
=y, + 2 [0.04y_+0.04y_ +hXx {].042yn]

h2
=(1+4+0.04h+—

2
5 % 0.04%)y
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Analogamente ao que vimos no método de Euler,

h2
Y =(1+0.04h + -

5 0.042)% x 1000

Para h = 1, temos

y(1) =y, = (1+0.04+ % x 0.042) x 1000 = 1040.8.

Para h = 0.5, temos

2
y(1) =y, =(1+0.04x0.5+ @'zi} x 0.042)? x 1000 = 1040.808.

Para h = 0.25, temos

2
y(1) =y, =(1+0.04x0.25+ i%L x 0.04%)% x 1000 = 1040.8101.

Para h = 0.1, temos

(0.1

y(1)=y;p=(1+0.04x0.1 + 2

x 0.04%)10 x 1000 = 1040.8107

Comentérios:

Dada a resposta exata y(1) = 1040.8108 com quatro casas decimais, vemos que, a medida
que h diminui, cada método obtém uma melhor aproximacdo e que entre os dois, como era
de se esperar, o método de Euler Aperfeicoado fornece melhores resultados; veja que
para h = 0.1, y(1) =~ 1040.8107, por Euler Aperfeicoado!

Observamos que sendo x, = 0, entdo X, = X5 + k x h = k x h.
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Agora, a série de Taylor de e?%* em torno de x = 0 é:

3
-+

2
e0.04x — 1 4 0.04x + 0.042"? + (0.04) %

2 3
Assim, €200 =1 4+ 0.04h + 0.042 h? +(0.04)3 % + ...,

2
Vemos que tanto (1 +0.04h)* do método de Euler como (1 + 0.04h+ 0.042 112— )k
do método de Euler Aperfeigoado séo aproximacdes para e0-04hk = 0.04x
E, logicamente, a segunda aproximacao estd mais pr6xima mesmo do valor exato.

Observamos ainda que, como estamos interessados em y(1), ou seja, x = 1,

entdo -—-%. Assim, é também natural que, no método de Euler, 3 medida que h diminui,

chegamos mais proximos da solugdo pois

e = lim (1+0.04h)!/h
h—=0

De maneira andloga, com um pouco mais de elaborag@o nos célculos, verificamos
este resultado para o método de Euler Aperfei¢oado.

c) Método de Runge-Kutta de 3 ordem: h=1

2 1 4
Yaor1 = Yntgks + 3k + 5k

k, = hf(x,,y,) = hx0.04xy_

h k; kl
k11= hf(xn+ 3 ¥y, * ?}=hx0.04(yn + —2—)
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3 3 3
k3-hf(xu+zh,yn+zk2)-hx0.04(yn+zk2)

==»y(1)-ylny0+ l:+3k2 9113
k; =0.04 x 1000 = 40

k, = 0.04(1000 + 20) = 40.8

K, = 0.04(1000 + % « 40.8) = 41.224

=y, = 1000+ 2 x 40 + 3 x 40.8 + 5 x 41.224 = 10408107

Exemplo §

Dado o PVI:

[ o 2y 3
y x+1+(x+1)

y(0) = 3

obtenha y(1) e y(2).

A solugao exata desta equagao €: y(x) = % [(x + 1)* + 5(x + 1)?], portanto, y(1) = 18
e y(2) = 63.

Aplicando o método de Runge-Kutta de 4* ordem, obtivemos os seguintes resul-
tados:
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Para h = 0.125:
k x(k) y(k)
1 325 3.964938
2 25 5.126896
3 B, i 4 6.513706
4 3 8.156128
5 625 10.08786
6 By ) 12.34551
7 875 14.96864
8 1 17.99972
9 1125 21.48418
10 125 25.47034
11 1.375 30.00947
12 1.5 35.15578
13 1.625 40.96639
14 1.75 47.50137
15 1.875 54.8237
16 2 62.99929
Parah = 0.2:
k x(k) y(k)
1 2 4,636539
2 4 6.820251
3 6 9.67593
4 8 13.34757
5 1 17.99838
6 1.2 23.81075
7 1.4 30.98627
8 1.6 39.74576
9 1.8 50.32921
10 2 62.99581
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8.2.2 METODOS DE PASSO MULTIPLO

Conforme vimos, os métodos de passo simples precisam de informacao sobre a solugao
apenas em X = X_ para achar uma aproximagao para y(x, + h); no entanto, eles exigem ou

cilculos de derivadas ou o cilculo de f(x, y) em vérios outros pontos.

A caracteristica dos métodos de passo miiltiplo € que eles usam informagoes sobre
a solugéo em mais de um ponto. Inicialmente vamos supor que conhecemos aproximagoes
para y(x) em X, Xy, ..., X, € que X;,; — x; =h, i =0, 1, ..., n, Exporemos aqui uma classe
de métodos de passo miiltiplo que ¢ baseada no principio de integragao numérica conhecido
como métodos de Adams-Bashforth; a idéia € integrar a equacéao diferencial y' = f(x, y) de

& até , S

[y ax=f ™ 1tx, y(o) d

n n

Y tga) = Y05 = [, y(0) dx

Dessa forma,

y(xp,1) =¥(x) + [ z"“ f(x, y(x)) dx

X
e devemos entdo aproximar f " f(x, y(x)) dx por uma férmula de quadratura numérica por
X

nos escolhida.

a) Métodos explicitos: os métodos explicitos desta classe sdo obtidos quando

trabalhamos com x_, X, _;, ..., X, para aproximar a integral acima.

Aproximamos f(x, y(x)) pelo polindmio de grau m, p_(x) que interpola f(x, y) em

Xps Xppp oo X € €D1A0

Y1) = ¥0p) + [ Dl
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Se, por exemplo, escolhermos m = 3, a fungdo f(x, y(x)) serd aproximada pelo

polindmio p,(x) que a interpola nos pontos (X Yo (B gs Vaidh(Eoms Yuo) (Kugs Yo
chamando fﬂ-ii = f(x“_j, yu_j), j=0,1, 2, 3, teremos:

f(x,y(x)) = y'(x) = ps(x) = L_3(x)f,_3+ L _y(x)f_,+L_(x)f,_; + Ly(x)f;
onde, para  FERR h:
L_5(x) = [(e=x,_p)(x = x_;)(x — x)}/(~h)(-2h)(-3h) =
Sl (SN CELANCEED)
L_5(x) = [(x=x,_3)(x - x_;}x - x)]/(h)(-h)(-2h) =

" 2—1]13. [(x - x,_p)(x =X, _)(x = x,)]

L_j(x) = [(x=x,_3)(x - x,_o)x - x)}/(2h)(h)(-h) =

P CEENRCERNRCELS)

Ly(x) = [(x—x,_3)(x - x_o)x - x__,)]/(3h)(Zh)(h)

el CEE NN CEEN CET)

X -
h
X—X, 3=(+3)hx—x ,=(s+2h; x—x ;= (s+1)h; x —x = sh donde teremos:

Fazendo a mudanga de varidveis =8, temos dx = hds e x = hs + x_. Entao,

L_y(s) = L‘ﬁl (s+2)s+1)s = _?1 (s® + 3s% + 2s)

L_(s) = % (s+3)(s+1)s= % (s? + 4s? + 3s)
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L_,(s) = ‘2—1 (s +3)(s +2)s -*—21 (s3 + 552 + 65)
Lﬁ(s)-%{s+3)(s+2)(s+ 1)--:,;(53+632+ 11s + 6)

Assim,

.f'“ fx, y(x)) dx-f pa(x)dx = — = ﬂ_3f (s + 3s% + 2s)ds +

+5 n—2f (s® +4s?+3s)ds - ztn-lf (s> + 5s% + 6s) ds +

1
= f“ju (s + 682 + 115 + 6)ds
h 1 4
R G D42t (3 R G343 L, G +24 +6)
Sh 37h 5%h 55h

'_ﬂfn—?- 24fnz 24 foo1 * 24£n

Assim, o método de passo miltiplo por nés escolhido,

xge) = ¥0x)+ ™ £, y(6)) dx €

h
Y1 ™Yo+ g [S5€ - 59f . +3M _,-9 4 (1)

que ¢ um método de passo miiltiplo explicito pois, para o célculo de y_,, usaremos y_, ¥, |,
Y0 € ¥o3 (Vo4 tem forma explicita em fungao dos outros y,, k=n-1,n-2,n- 3)

Observamos que, neste caso, precisamos de quatro valores para iniciar o método.
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b) Métodos implicitos: os métodos implicitos, da classe de métodos de passo

miiltiplo, sdo obtidos quando trabalhamos com X, X, «os X oo

O método andlogo ao que vimos no item (@) € quando trabalhamos com quatro

pontos; portanto, m = 2 € vamos usar (X, Yoo Ky Yo) Kopps Yoor)s Kpps Yo p) da
mesma forma como fizemos anteriormente:

X
Yoe1 = yn"'fx IPJ.(X}dX’

et L0y 5+ Ly + L0ty + Ly 0y ]

onde

L_,(x) = (x - x;_{)(x — x )(x = X, 1)/(-3h)(=2h)(-h) = - 6—1113 (x = x,_ )X =X WX - X,9)
L (x)=(x-x, 5)x~ ) - o 1)/h(=h)(-2h) = % (x =%, 0)(x - X (X = Xp.1)
Lo(x) = (x - xp_o)(x =% _)(x =%, , 1)/(Zh)h(-h) = - -2# (x—x, o)(x =X NX=X,,¢)

L, (x) = (x = X _,)(X - X,_;)(x - X,)/(3h)(2h)(h) = % (x = X _o)(X - X, )X~ %)

X =-

Fazendo a mudanca = s, obtemos, de maneira andloga,

Ly(s)=-¢ (8-9)
L_y(s)= % (s3 + s% - 2s)

Lo(s}-—%(s3+252-s-—2}
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Ll(s)-%(s3+3sz+25}
Assim,

h 1 h :
ym-yn-gfn_zfﬂ(ss_s)ds+§fn_1fa{s3+sz_zs}ds_

f (s> + 282 -s - 2)ds+ f (s + 3s% + 25) ds

6'“’1

Donde:

Va1 = Yo+ g 9By + 196, = 54, +£, ;] @

que ¢ um método de passo miltiplo implicito pois, no cilculo de y,_ , aparece f ,, =

f(xml, }'“1), ou seja, a férmula ndo é explicita para | ele aparece em f(x“p y“]) no
segundo membro.

Esta € a grande dificuldade dos métodos implicitos. Veremos como eles sao utili-
zados nos métodos de previsdo-corre¢ao, assunto do préximo item.

Sobre os erros:

Método explicito

A formula que estabelecemos y ., =y + “th (55, -591 _, +37f, ,-9f, ;) foi obtida
X X

quando aproximamos [ ™! f(x, y(x)) dx =~ f ™! py(x)dx onde ps(x) € o polindmio que inter-
X X

pola f(x, y(x)) em X, X__;, X, 2, X 3-
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Sabemos, da teoria da interpolagio, que:

(W&, y(E,)
4!

f(x, y(x)) = p3(x) + (x - x,_3)x - x, Nx-x,_ )x-x))

el Xael
=f:, f(x,1.!{:|:)}||.‘ra.!r-_rxm py(x)dx +
b (0= Ry )0 = X )06 = Xy )= %) FOVE, ()

Assim, o erro cometido é

eltyar) = 1S 06 = Xy ) = Ko o)X = Xy MK - ) E0(Ey, () dx =

hS 1 ;
- fﬂ (s + 3)(s + 2)(s + 1)sfM(E,, y(E)) ds.

Como g(s) = s(s + 1)(s + 2)(s + 3) ndo muda de sinal em [0, 1], o Teorema do
Valor Médio para integrais nos garante que existe v € (0, 1) tal que:

b ! v b A h’ iv 251
EI I 0 g(s)ﬁ }(Es’ Y(E_‘)) ds = 4_4T lE(W}(T'I» Y('rl))fn E(S] ds = ﬁ ﬁ )('l'[, y(n)) —3-6'
portanto:

€l%xy,) = BVn, y) 20 = hoyim) 2

Método implicito

De forma completamente andloga obtemos uma expressao para o erro cometido no método
visto aqui:
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)= 41 8 By )= Xy M6 3,0 = X O 306,

- E J . (v) d d

ge)=(s+2)(s+ 1)s(s—1)=(s+ 2)s(s2 - 1) que é sempre menor ou igual a zero
em [0, 1]. Assim, existe 1| € (0, 1) tal que:

h? 19 19
o(Xyy) =57 YIMI=35 ) ==y Mm) s -

Exemplo 6
Seja o PVI do Exemplo 4
y' = 004y = f(x,y)=0.04y

y(0) = 1000

para o qual queremos usar o método de Adams-Bashforth, (1), para aproximar y(2), com
h=0.2.

Ja observamos que, para iniciar este método precisamos de quatro valores. Como
conhecemos a solugdo exata y(x) = 1000e%%4*, vamos entdo usar esta solugio para encon-
trar y,, ¥, ¥, ¥5 €, @ partir de y,, usar a formula (1). Temos a tabela:

X, Ya f,=1f(x,y,) y(x,) (sol.exata)
Xy = 0.0 1000 40 1000
X, =0.2 1008.0321 40.321284 1008.0321
X, =04 1016.1287 40.645148 1016.1287
x3= 0.6 1024.2903 40.971612 1024.2903
x4 = 0.8 1032.517487 41.30069948 1032.5175

xs= 1.0 1040.810756 1040.810774
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Podemos deduzir inimeros métodos de passo miiltiplo baseados em integracao
numérica, conforme fizemos aqui. Se, por exemplo, em vez de integrar f(x, y) de x_ até
X,,1> integrarmos de - até x ., para algum inteiro p = 0, e novamente aproximarmos

f(x,y) = y'(x) =~ pp,(x) que interpola f em x, X ;, ..., X, ., obteremos os métodos expli-

citos:

1
Yu+1 - yn—p * hf—P pm{s) ds (3)

Note que se p = 0 e m = 3 teremos o0 método de Adams-Bashforth que deduzimos
no texto.

Uma das principais desvantagens de férmulas de passo miltiplo é que, como
dissemos, elas nao se auto-iniciam. No Exemplo 6, como conheciamos a solucao exata,
usamos os valores dados por ela para iniciar nosso método; em geral os valores iniciais sao
obtidos por algum outro método do tipo série de Taylor ou Runge-Kutta; devemos, no
entanto, tomar o cuidado de usar métodos que nos fornegam valores iniciais, pelo menos tao
precisos quanto os que o método de passo miiltiplo que vamos usar vai nos fornecer.

8.2.3 METODOS DE PREVISAO-CORREGCAO

Anteriormente falamos sobre métodos deduzidos por integracdo numérica. Tratamos com
mais detalhes de uma classe particular de métodos explicitos de passo miiltiplo. Em geral,
férmulas deduzidas por interpolagao de f(x, y(x)) em x_ e pontos anteriores sdo conhecidos
como férmulas do tipo abertas.

Deduzimos também um método implicito; métodos desse tipo, onde usamos
também x__, para construir o polinémio de interpolagdo de f(x, y(x)) séo conhecidos como
férmulas fechadas.

A férmula implicita que deduzimos é

Yose1=Yn + % (9f,,, +19f - 5f , +f ) e, a menos que f(x, y) seja uma fungao
linear, em geral nao seremos capazes de resolver a expressao acima para y, ..

O que fazemos entdo € tentar obter y__, da seguinte forma iterativa:

i) por meio de um método explicito (corretamente escolhido) encontramos uma

primeira aproximacao y,(ﬂ?i para y..q;
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if) calculamos entdo, para f_, ;. o valor f(x,,;, y%));

iif) com o valor de f_, , obtido em (ii) encontramos uma préxima aproximagao
paray_. ., yg}l, usando agora o método implicito que escolhemos;

iv) voltamos para (i), onde agora calculamos, para f_,,, f(x,,;, yil);) e assim
vamos repetindo o processo até que duas aproximagdes sucessivas sejam tais
que

l yﬂ_‘é‘l - ygif D|/| ygfl | <€ onde € € a precisdo desejada.

Observamos que, ao escolher £ temos de considerar o erro da f6rmula usada para
calcular ygﬂ}l bem como o tamanho do passo h.

Suponhamos que para achar ygml para a férmula implicita (2) que deduzimos,

+

desejemos usar 0 método de Adams-Bashforth (1):

h
Yne1 = Yo + g (556 =596, + 376, 5 - 9, 5).

Quando usamos um par de férmulas como o par acima, a férmula explicita, tipo
aberta, € chamada um previsor e a férmula implicita, tipo fechada, € chamada um corretor.

A férmula implicita que descrevemos € conhecida como a férmula de Adams-
Moulton de 4% ordem.

O par previsor-corretor, dado por Adams-Bashforth e Adams-Moulton, pode ser
sintetizado no algoritmo abaixo:

ALGORITMO: O método previsor-cormrretor de Adams-Moulton

Seja o PVI:

}"r - f(X:Y)
y(xg) = Yo X, =X%Xp+0h, n=0,1,..;

dado € > 0, e, determinados, de alguma forma, y,, y, € y,,
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paran =3, 4,5, ..., N, faca:

a) calcule y}fﬂl, por

h
Y = yo+ 5 (556, = 59, 4 + 376, - 9K, )

b) calcule £0} = f(xy,1, y4)

c) parak=1,2, ..., calcule

h 2
YHEI =Yn* g [9f("n+1*3’51i‘+11}) +19€, -5, +£, 5

d) Continue as iteracdes até atingir um nimero méaximo de iteragdes ou até que

ly%, - v,/ 1y® | < e

Observamos que N € o nimero de nés que precisamos; por exemplo, se num PVI
temos y(0) e queremos y(1), com h = 0.1, entdao N = 10.

E natural questionarmos: i) Sob que condigbes temos garantia que {yﬂf}l} conver-
ge para y__,? if) Quantas iteragbes do corretor serdo necessdrias para atingir a convergéncia
na precisdo ¢ desejada?

A experiéncia responde o item (i7) dizendo que, se o par previsor-corretor € da
mesma ordem, apenas uma ou duas iteragdes do corretor serdo necessérias para atingirmos
a convergéncia, desde que h seja convenientemente escolhido.

A resposta & questao (i) se encontra no teorema abaixo, cuja demonstracao pode
ser encontrada no Capitulo 8 da referéncia [5].

TEOREMA 1

Se f(x, y) e df/dy sdo continuas em x e y em todo o intervalo [a, b], as iteragdes do método
corretor vao convergir, desde que h seja escolhido de tal forma que, para x = x_ e todo y

of
mmly-}"n+1| < |Y'.:1{?1‘Yn+1|: hlﬂ_}'l < 2
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Exempilo 7

Seja o PVI:

y' = -y>=f(x,y)=-y% Seja ainda ¢ =10"*

y(1) = 1

Sabendo que a solugdo € y(x) = 1/x vamos usé-la para calcular y,, y,, y, para usar
o previsor-corretor do algoritmo.

Observe que % =-2y. Entdo, segundo o Teorema 1, qualquer h tal que
2|y |h < 2, ou seja, h< ﬁ—l » garante a convergéncia.

Tomemos h = 0.1.

Assim,

1 1
Th 0.8333333, y, = 15" 0.7692307.

1
Yo=1 y; = Tl 0.9090909, y, =
Agora, f(x, y) = —y%. Chamando f, = f(x,, y,),
Yo = 1 = fO =]
g, =0.9090909 = f, = ~0.8264462

y,=0.8333333 = f, = -0.6944443
y; =0.7692307 = £, =-0.5917158.

Entao, temos

h
y =y, + 5g (5583 = 59, + 37f, - 9f;)

=0.7692307 + % [55(~0.5917158) - 59(-0.6944443) +
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+37(~0.8264462) - 9(-1)]
= 0.7144362

= f0) = f(x,, y) = - (y{¥)? = -0.510419.

Com estes dados usamos o corretor para obter

y(D =y, + % (9 + 19f, - S£, + f,] = 0.7692307 +

+ “—2': [9(-0.510419) + 19(-0.5917158) — 5(-0.6944443) - 0.8264462]

= y{1) = 0.7142698 = £{) = f(x,,, y{V) = ~(y{V)? = -0.5101814.
Assim,

YR = v+ o (9D + 196~ Sty + £1] = .= 0.7142787.

Temos que:

1y2) -y |/ |y@)] = 1.2591374x 10°5 < &

=y, = y¥?) = 0.7142787.

Para continuar o processo, calculamos f(x, , y,) ¢ voltamos ao uso do previsor
para y{), etc.
Os resultados computacionais obtidos para h = 0.1 ¢ & = 10~* sdo os seguintes:

Usando o método de Runge-Kutta de 4® ordem, obtivemos:

y(1.1) ~ y, =0.9090912
y(1.2) ~ y, =0.8333338
y(1.3) ~ y; =0.7692312.
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Em seguida, aplicando o previsor-corretor de Adams-Moulton:

valor previsto para y(1.4): 0.7144367 e, apoOs duas iteragoes do corretor:

y(1.4) ~ 0.7142793.

E, para x = 1.5 os resultados sao:
valor previsto : 0.6667548
valor corrigido, ap6s duas iteragoes: 0.6666568.

Os valores que obtivemos para y, neste exemplo, sao todos menores que 1. Agora,
=y o
de acordo com o Teorema 1 teremos de ter h < L., Como |y| < 1.0, entdo — > 1.0e¢,

ly| ly|

portanto, h = 0.1 satisfaz realmente esta exigéncia, ou seja, a convergéncia esta garantida.

8.3 EQUAGCOES DE ORDEM SUPERIOR

E comum encontrarmos equagdes diferenciais de ordem m escritas na forma:

u® = f(x,u,u’,u", ..., u(m‘”), como por exemplo:
v =f(x,y,y,y") = x2+y2sen(x+y) - (x+1)y" - cos (xy') + (x2 - 1)y.

E ficil transformar uma equacio de ordem m deste tipo num sistema de m equa-
¢oes de ordem 1, assim:

zl-u

r
21=ﬂ. =22
zz-ur!-zs

r e

z = u® = f(x,u,v, .., u(m-1))
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No exemplo anterior, fazemos

y' =2
z' = w(=y")

w’' = f(x,y,y’,y"). Para esta equacio ji vimos que:

y(0) = 1.1, y'(0) = 2(0) = 2.2, y"(0) = w(0) = 3.3.

Equagdes de ordem m, deste tipo, podem pois ser vistas como uma equagido
vetorial de ordem 1. No exemplo anterior, chamando:

y ) z z
Y=| z |, aequagao transformadaé: Y= w =| w
W f(x,y,y',y") f(x,y,z, w)

com Y(0) =
w(0) 33

y(0) 1.1
z(0) |=| 2.2 |, ou seja, temos de resolver a equagédo vetorial:

Zz

Y=FxY)=| w
x2 + y2 sen(x + y) - (x + 1)w — cos (xz) + (x2 - 1)y
1.1
Y0)=| 22
33

Vamos aplicar o método de Euler Aperfeigoado, visto na Segdo 8.2.1, para uma
equagao diferencial de 2* ordem, como:

L

y' =f(x,y,y")
y(0) =y,
y'(0)=ygq -
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Inicialmente transformamos esta equagdo num sistema de duas equagdes de 1°
ordem. Assim, fazendo:

y =z =
y'=z'=f(x,y,y)=f(x,y,2), e

chamando Y =( i ), entdo o PVI inicial se transforma em

2] ao)remere2)

=Y0

y(0) Yo
o= (30)- %

O método de Euler Aperfeigoado, para uma equacgao é

h :
Yael = Yot s [f(x,, y,) + f(x,+h,y_ +hy )]

Assim, no nosso caso:

h '
Y, =Y + E[F(xn, Y) + F(x +h, Y _+hY])].

n+

Agora,
( s
F(x ,Y )= e
T (X Yy Z,)

; Yn Zy
F(x,+h, Y +hY]) = F[xn+h, ( zu] + h( f(xn’yn’zu)) -




Cap. 8 Solugées numéricas de equagdes diferenciais ordindrias:... 355

; y, +hz, z +hf(x ,y.,2)
e F + A = W
(xn ) Z,+ hf(xn’ Yo z11) f{xn +h, ¥+ hzn, z + hf(xn, Vs zn))
Temos, pois,
¥ Ya) h z, z, + hf(x, yp» Z,)
= += +
Mz | 2| | BB f(x,+h,y, +hz,z +bf(x,y,z))
h
Yo +75 [22, + hilx,, y,, z)]
: h
Zy+ 5 g Voo 2) + £(x, + b,y + bz, 2, + hi(x,, v, z,))
Entao
h2
y, +hz, + 5 f(x, ¥, 2,)
Y11+1 B h h
Z,+5 f(x, ¥ Z,) + 3 f(x, +h,y +hz,z +bf(x,y, z,))
Chamando
R k
k1""hf(xn’ Yn’zn) y“+hz"+ 271

¥ . ow
k,=hf(x_ +h,y +hz,z +k), ™ sk ke )
Zn [ Nl - k2

Assim, dado o PVI:

},H - 4y: _ 3}, X
y'(0)=7/3
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e, tomando h = 0.25, teremos:

y' =z
z'=f(x,y,z)=4z-3y—x
Y y Fox, Y) z - 4/9
== = e = -
z | = 4z -3y—-x ¢ 7/3

O método de Euler Aperfeigoado aplicado a este PVI fornecerd para y, = y(0.25):
= - h(4 —025@x1-3x2_0
k; =hf(xy, ¥o» 2g) = h(4zy = 3y, — X)) = 0.25(4 x 37 =3 x5 —0)

=0.25x%=0.25><8=2.0

4 7 17
k, = hfxo+h, yy+hz), 2y +k)) = hf(0.25, g +0.25x 3 3+2)

= 0.25f(0.25, 1.028, 4.333) = 0.25(4 x 4.333 — 3 x 1.028 - 0.25)

=0.25 x 13.998 = 3.4995.

Assim:
h 4 T . 0.25
=3 3r0+hzo+2]:I : 9+0.25><3+ > w2
1 1 i
Zy + szl+k2} 3 + 2(2 + 3.4995)

1.278
5.083 |
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Temos pois
y(0.25) =~ 1.278
y'(0.25) = 5.083.

8.4 PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO -
O METODO DAS DIFERENGAS FINITAS

A forma mais geral dos problemas de contorno aos quais nos referiremos é:
' }'” = ﬂxi )',}")
| a,y(a) +byy'@) =y,

az?(b) + bz}"(b) i

onde a,, a,, b,, b,, v, e y, sdo constantes reais conhecidas, tais que nem a, ¢ b,, nem a, e
b, sejam nulas a0 mesmo tempo.

Se f(x,y,y')=0,y, = y, = 0 o problema acima ¢ dito problema homogéneo ¢ ¢
6bvio que y(x) = 0 € solucdo, neste caso.

Para as aproximagdes desta secao, precisamos do conceito a seguir:

Definicio: Dizemos que g(h) € O(hP), se existe uma constante C> 0 tal que
|g(h)| < C|nP|.

A idéia basica do método das diferengas finitas é transformar o problema de
resolver uma equagdo diferencial num problema de resolver um sistema de equagdes algé-
bricas, usando para isto aproximagoes das derivadas que aparecem na equagao, por dife-
rencas finitas.

Faremos x;=a, x, =b e dividiremos o intervalo [a, b] em n partes iguais de

b-a

comprimento h = » cada.
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Assim,

xk-x0+kh, k=0,1,...,(n-1) e Vi = y{xk) = y(x0+kh),k=0, 1,2,...,n.

Se f(x, y,y') for linear (em y e y’) o sistema a ser resolvido serd linear e podere-
mos utilizar os métodos do Capitulo 3 para resolvé-lo. Se f(x, y, y') for ndo linear, teremos

um sistema nao linear de equagdes algébricas e, para resolvé-lo, podemos utilizar os méto-
dos vistos no Capitulo 4.

As aproximagdes mais usadas para a primeira derivada no ponto x; séo:

y. —}'.
a) y'(x) = % = diferenca avangada

Yi~¥Yi

B y'(x) = ‘—h’—‘- = diferenca atrasada
Yt — e

o y'x) = % = diferenca centrada

A figura a seguir mostra estas aproximagoes, do ponto de vista geométrico:

xi-i- 1
() (b) (c)

Figura 8.5
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Obviamente estaremos cometendo um erro quando usarmos (a), (b) ou (c) para
aproximar y’(x;). Supondo y(x) com tantas derivadas quanto necessérias, a férmula de Taylor de

y(x) em torno de x; é o ferramental matematico que utilizamos para medir o erro local cometido.

Sabemos que existe §_entre X e X; tal que

L

y
y(x) =y(x;) +y (X )(x - x;) + ;' x—-x)Y+...+

(x-x)k + —— = (x—x)k (1)

Assim, parak = 1,

y"(€)

y(x) = y(x) + y'x)x-x) + —= (x-x)°

e, no ponto x = X, , = X; + h,

, Y&, ,
Y% = YD +Y U = X) + — (X, — X))~

Assim,

2
Y08, ~ ¥x) =Y b+ 5y & )

Entdo

}'[Ii }_Y(xi) o
Y=t & 2y, )
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Aproximando os valores exatos y(x; ) € y(x;) por estimativas y; , € y;, a serem
obtidas, temos:

Yisr — ¥i
i B B,

Se y"(x) for limitada em [a, b], ou seja, se existe M > 0 tal que |y"'(x) | = M para
todo x em [a, b], entdo a expressdo anterior para aproximar y'(x;) € O(h) pois

o) Yir 7Y

|g(h) | = ‘y'(xi) : < M.

Y Gis)
. | ol

Tomando agora k = 2, a expressao (1) fica:

y"(x;) y"'(E,)
y(x) = y(x) +y'()(x - %) + ——(x - x> + ;’ (x - x,)°.

Se x =X,
y"(x) y"'(Eipp)
y(x;,1) = y(xp) + y'(x)h + :' h? + e p3. (2)
Sex =x; ,,
y"(x;) y"'(Eiy)
y(xi_y) = y(x) -y’ (xh+— h? - E' w3, (3)

Fazendo (2) — (3), teremos:

3
V(1) = Y(5_) = 2y '6h + = [y"'(,,,) + ¥""(§;_y)] e entio,
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Y&, ) -¥X_)  n2
yf(xi) - +1 7 x] 1 h ]: rr.-(grl-l)_i_ynr(gl_l)]

Yir1 ~ ¥Yia

on eesta aproximagdo é 0(h?), supondo y ”’(x) limitada em [a, b].

donde y'(x;) =
De maneira andloga se prova que a férmula (b) € O(h), o que é deixado como
exercicio.

Desta andlise concluimos que o erro na férmula centrada é da ordem de h? e
como h< 1, esta formula é mais precisa que as outras duas. Por esta razdo ela é mais

empregada.

Utilizando novamente a série de Taylor, deduziremos a aproximacdo mais tipica
para a derivada segunda, bem como a expressdo do erro para ela. Para tal, usaremos (1) com
k =3 nos pontos x,_, e X, ,, respectivamente:

y(x,,) = y(x;) +hy (x,:n+ y (x,:-+ 3 }'”’{x)+— yOE,,,) @)

2
y(x, ;) = y(x;) - hy (x)+ 51 Y (%) - 3, Y”’(x)+ y(“”(ﬁl_l (5)

E, agora, (4) + (5) nos fornece:
Y(%ip ) + YK ) = 25(%) + Y (x, )h2+—-[y<”}(&1 D+YE ) |

, . Yie1 = 2¥; +Y;
Assim temos a expressdo (d), ou seja, y”(x;) = ol hzl 1 com erro da ordem de hZ,

se yiV)(x) for limitada em [a, b).

Uma outra forma de encontrar a expressdo acima para aproximar y “(x;) é encon-
trar a pardbola p,(x) que interpola y(x) em x, ,, X, € Xx,,, € entdo aproximar y”(x;) por
p; (x;). O leitor interessado deve verificar os célculos.
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Mostraremos o método das diferencas finitas através de exemplos numéricos:

Exemplo 8 (PVC linear)

y (x) +2y'(x) + y(x) =x
y(0)=0
y(1)=-1

Fixado n, o espagamento h serad %1 e o intervalo [a, b] serd dividido em x;=0,

x; =h, ...,xj=jh, X _y=(n-1h e x =1. Como conhecemos y(0)=y(x,) e y(n)=y(x),

teremos como incégnitas y,, ¥,, ..., ¥, ; € assim, para cada i=1, ..., (n— 1) usaremos as
aproximacoes:

Y”(’H) 2 (Vi =2y + yi_])/hz € Y'(x'[} = (¥4 —Y¥i_)/2h,

pois ambas sao aproximagoes de 0(h?).

Para cada 1, a equagdo discretizada fica:

Yier =2 +¥ia | Yim Vi B n
v - 5 + Y, = X;, ou seja:

Yie1 —2y;ty,; +hy,, —hy  + 112)(i = hzxi e como X, = ih,

(1 -h)y, , + (% =2)y, + (1 +h)y,,, =ib*.

Agora, para i = 1, usando a condigdo inicial x, =0 e y(x,) =0, a primeira equagao €:

(h?=2)y, + (1 +h)y,=h>.
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Analogamente para i =n - 1, a dltima equagao é:

(1-h)y, »+ (h? - 2)y, 1=(m- 1)b? + (h + 1).

Assim, para determinar y,, y,, ..., ¥,_;, teremos de resolver o sistema de equagdes
algébricas lineares:

(h? - 2}}'1 +(1+ h)y2 = h3
(1-h)y, ; +(h*-2)y,+ (1 +h)y,,, =ib’, 2<is<(n-2) (6)
(1-h)y, ,+(b*-2)y, , =m-1h+h+1

que € um sistema de ordem (n - 1) com matriz A tridiagonal, dada por:

I‘dl
"

£ 0

“
& o

an—2 dn-! cn-z
a d

n-1

n-1 ]

onde

d,=(*-2), 1<i<(n-1)
¢,=(1+h), 1<i<(@-2)
a=(1-h), 2<i=<(@m-1)

A Tabela 8.1 a seguir mostra os resultados obtidos quando resolvemos o sistem:
anterior com h=0.05¢ h=0.1.

Os valores na coluna sel mostram a solugao exata, 2¢™(1 - x) + x — 2, tabelad:
nos mesmos pontos. A Gltima coluna, erro, mostra o valor absoluto da diferenca entre
solugao exata e a que encontramos, componente a componente. Conforme podemos obser-
var, o erro cometido € menor que h? em todos os casos.
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Tabela 8.1

h = 0.05
- - y sol. erro
0.0500 -0.1428 —0.1427 0.0001
0.1000 -0.2715 -0.2713 0.0002
0.1500 —0.3870 —0.3868 0.0002
0.2000 -0.4903 —0.4900 0.0003
0.2500 -0.5821 —0.5818 0.0003
0.3000 -0.6632 —0.6629 0.0003
0.3500 —0.7342 —0.7339 0.0003
0.4000 -0.7959 —0.7956 0.0003
0.4500 —.8489 —.8486 0.0003
0.5000 —.8938 —0.8935 0.0003
0.5500 -0.9310 —0.9307 0.0003
0.6000 -0.9612 -0.9610 0.0003
0.6500 —0.9848 —0.9846 0.0002
0.7000 -1.0023 -1.0020 0.0002
0.7500 -1.0140 -1.0138 0.0002
0.8000 -1.0204 -1.0203 0.0001
0.8500 -1.0219 -1.0218 0.0001
0.9000 -1.0188 -1.0187 0.0001
0.9500 -1.0114 -1.0113 0.0000
h=0.1
X y sol. erro
0.1000 —0.2720 —0.2713 0.0007
0.2000 -0.4911 —0.4900 0.0011
0.3000 —0.6641 —0.6629 0.0013
0.4000 —0.7969 —0.7956 0.0013
0.5000 —0.8947 —0.8935 0.0012
0.6000 -0.9620 -0.9610 0.0010
0.7000 -1.0029 -1.0020 0.0008
0.8000 -1.0208 -1.0203 0.0006
0.9000 -1.0190 -1.0187 0.0003
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Exemplo 9 (PVC ndo linear)
y”’=yseny+Xxy
y(0)=1
y(1)=5

Neste exemplo, as incégnitas séo: y,, ¥,, ..., ¥, | € usaremos

Yier = 2% + ¥y
h?

y (x;) = »paral < i =< (n-1)

Assim, para cada i a equagdo discretizada fica:

Yier ~ it Yiey
h?

=y, sen(y,) + Xx.y, e, usando o fato que x; = ih, teremos:

Yiy — ¥%[2 + h¥(sen(y) + ih)] +y, , = 0.

O sistema (n - 1) x (n— 1) de equagdes ndo lineares a ser resolvido sera:

[ 1-y,[2+h¥sen(y,) + )] +y, = 0
{ )’i_|+}'iI2+h2(sen(yi)+ih)]+ym =0, 2=sis= (H—Z)*

Yoo~ Yo [2+ hz(sm(}rn_l] +(n=1h)]+5=0

LS

Os resultados obtidos para h =0.1 e h = 0.05 estdo na Tabela 8.2 a seguir:
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Tabela 8.2
Parah = 0.1
Y Resultado
¥y 1.3186
Y 1.6513
Y3 2.0037
Y4 2.3803
¥s 2.7829
Vs 3.2091
Y7 3.6525
Vg 4.1035
Yo 4.5538
Para h = 0.05
Y Resultado
Y1 1.1581
Y2 1.3190
Y3 1.4834
Y4 1.6521
¥s 1.8257
Y 2.0049
¥q 2.1901
¥Yg 2.3817
Yo 2.5798
Y10 2.7842
Y11 2.9945
Y12 3.2101
Y13 3.4299
Y14 3.6528
Y15 3.8777
Yis 41034
Y17 4.3288
Y18 4.5534

Y10 47770
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As condigoes de contorno poderiam ter sido dadas de forma diferente da que
fizemos nos Exemplos 8 ¢ 9. No Exemplo 8, se em vez de y(0) = 0 tivéssemos
y(0) + y'(0) + 3 = ¢, entdo terfamos como incognitas y,, ¥y, ..., ¥,_1» D incognitas, portanto.

Uma idéia para resolver este problema € usar a aproximacao por diferenca avan-

¥1=¥ ; poE o e g :
cada para y'(xy), ou seja, y'(xg) = 1 h 0 ¢ assim a condicdo inicial dada fica

Yi1= Yo

b +3 =e¢, donde

Yot

h(e-3) - y,
h-1

(h-1)yp + y; = hle-3) e y; =

Substituindo este valor na primeira equacdo, continuamos com o sistema
(n - 1) x (n - 1) anterior, s6 que com a seguinte equa¢ao como primeira equagao:

(k2 -1)y, + (1+h)y, = h(e-3) + b’ (7)

Neste caso fizemos uma opgao por uma férmula que é O(h) para aproximar
y'(xy), 0 que faz com que a precisdo da solugdo seja também O(h).

Podemos obter uma aproximacio da ordem de h%, se usarmos diferenga centrada
também em y'(x,), 0 que exige que incluamos mais um ponto (x_;, y_;) na nossa tabela.
Com isto y(0) + y'(0) + 3 =e nos fornece a condigéo para determinar as n incOgnitas:

Yi1-Y
Yoo Yio »-» Yot Yot oh +3=e¢, donde

y_, = 2hyy + y; — 2h(e - 3). (7

Assim, usando i = 0 como ponto de discretizagdo para o problema do Exemplo 8,
teremos a equagao adicional:

(1-h)y_; + (k% - 2)yg+(1+h)y, = hzx_1 =-h? donde, por (7),
(1= h)[2hy, +y; — 2h(e - 3)] + (h? - 2)yo+ (1 +h)y, = -h3, ou seja:

(-h? + 2h - 2)y, + 2y, = 2h(1 - h)(e - 3) - h>.
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Entdo o sistema de equagdes lineares a ser resolvido € o sistema n X n:

e

(=h? +2h — 1)y, +y, =2h(1 - h)(e — 3) - b’
§ (I-h)y,_, +®m*-2)y,+(1+h)y, =ik’, 1=<i<@-2)
(1-h)y,_,+®*-2)y_,=(@-Dh¥+h+1

“

EXERCICIOS

1. O método de Euler Modificado é deduzido a partir da figura abaixo:

Ynst

Yn

* ¥

y(x): solugéo exata da equagdo diferencial y' = f(x, y).

L;: z;(x); reta que passa por (X, y,) e € tangente a y(x) em (X, y).
L,: z,(x); reta que tem inclinagdo f(P).

L;: 2(x); reta que passa por (X, y,) e € paralela a L,.

Yoi1 = Z(x, +h).

Deduza a expressdao de y__ ;.
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O problema de valor inicial:

b)

f=_20_y

y(0) = 1, tem por fGnica solucdo exata y(x) =e

-20x

Verifique a afirmacéo acima.

Verifique que qualquer método de Runge-Kutta de 2* ordem, quando aplicado a
este problema, nos fornece

Yoe1 = (1 = 20h + 200021, n=0,1,2, ....

Dado o PVI abaixo, considere h = 0.5, 0.25, 0.125 ¢ 0.1.

y' = 4-2x

b)

<)

y(0) = 2.

Encontre uma aproximagio para y(5) usando o método de Euler Aperfeigoado, para
cada h.

Compare seus resultados com a solugdo exata dada por y(x) = —x? + 4x + 2.
Justifique.

Vocé espera 0 mesmo resultado do item (b) usando o método de Euler? Justifique.

Verifique que fazendom =1 e p =1, nos métodos (3) do texto, obtemos o método

h3 rer
Yns1 = Yp-1 + 2hf, com erro ? ¥y (E)

Em termos de esforgo computacional, como vocé o compara com o método de
Euler?

E quanto 2 precisdo?

Considere os métodos (3) do texto. Faga m =3 e p =3 e deduza o método bem como
a expressdo do erro.
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a) Deduza o método implicito para resolver o PVI:

-

)': s f(K, Y}

L
y(xg) =yg do tipo y .1 =Y, +fx ] f(x, y(x))dx onde

usamos a regra dos Trapézios para calcular a integral acima.
b) Encontre a expressao do erro cometido.

¢) Compare com 0 método de Euler, em termos de erros.

a) Considerando o seguinte PVI:

y' = 0.04y
y(0) = 1000

e supondo conhecidos y, e y,, verifique que o método (2) do texto nos fornece y .,
explicitamente paran = 2,

b) Como vocé explica o resultado acima sendo (2) um método implicito?

Use virios métodos e vérios valores de h para encontrar y(2) sendo dado o PVI:

y' =cosx +1

y(0)=-1.

Dado o PVl y' =~ 3 » ¥(0) = 20, deseja-se encontrar aproximagao para y(16). Resolva
por

a) Runge-Kutta de 2® ordem, h = 2.

b) Runge-Kutta de 4® ordem, h = 4.

¢) O par previsor-corretor do texto.

d) Comente seus resultados.
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10.

LL;

12.

13

Substitua y’(x) no PVI abaixo por [y(x +h) — y(x)]/h e obtenha uma equagio de dife-
rengas para aproximar a solugdo da equacao diferencial.

Faca h=0.2 e h=0.1 e encontre, em cada caso, uma aproximagao para y(1.6). Analise os
resultados.

y* &= i{2y+x+1)

y(1) = 0.5.

9

Solugdo exata: y(x) = 2x% —x = 1/2.

(O método de diferengas finitas descrito aqui € uma outra maneira de aproximarmos
solugdes de problemas de valor inicial.)

Use a aproximag¢do do Exercicio 10 para o problema do Exercicio 3. Analise os resultados.

a) Reduza y”" +g,(x,y)y” + g5(X, y)y = g3(x, y) a um sistema de trés equagbes de 12

ordem.

b) Como fica o método de Euler para esta equagio?

Reescreva as seguintes equagdes como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de
1# ordem:

a) | y¥+cos(x)y” +e*y” — (x> + 1)y’ + xy = 2x sen(xy)
y(0)=0, y'(0)=1, y"(0)=2, y"(0)=3

by | v+ (xy”Y2/(1+y')+log(l +y)=0
y(0)=y'(0)=0, y"(0)=1.
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14. Resolva o PVI do Exercicio 10 por outros métodos e varios valores de h.
15. Calcule y(1) para y' =y - x; y(0) = 2, utilizando Euler ¢ Runge-Kutta de 4* ordem com

h = 0.2. Comparar seus resultados com os valores exatos de y(x) nos pontos x;, sabendo

que y(x) = exp(x) + x + 1.

16. Considere o PVI
y' = (P-1)/+1)
y(0) = 1.
a) Calcule aproximagoes para y(1), usando o método de Euler com h = 0.2 € h = 0.25;
b) Repita o item (a), usando agora o método de Euler Aperfeicoado.
17. Considere o PVI
y' = yx*-y
y(0) = 1.

a) Encontre a solugdo aproximada usando o método de Euler com h = 0.5 e h = 0.25,
considerando x € [0, 2];

b) idem, usando Euler Aperfeigoado;

c) idem, usando Runge-Kutta de 4* ordem;

d) sabendo que a solugio analitica do problema € y = exp(-x + x3/3), coloque num
mesmo gréifico a solucdo analitica e as solugdes numéricas encontradas nos itens
anteriores. Compare seus resultados.

18. Determine y(1) para y" -3y’ + 2y =0, y(0) =-1, y'(0) =0 utilizando o método de

Euler com h=0.1.



Cap. 8 Solugdes numéricas de equagdes diferenciais ordindrias:... 373

19. Considere o problema:

21.

r

y'+ 7y =0
y(0) = 2
y'(0) = 0

com x € [0, 1].

a) reescreva os métodos de Euler e Euler Aperfeicoado para resolver este problema
como um sistema de equagdes de 1* ordem;

b) resolva o problema usando Euler Aperfeigoado e h = 0.25.

Escreva a equagido de 2* ordem:

y"(x) = 2(exp(2x) - y2)1/2
y(0) =0
y'(0) = 1.

como um sistema de equagbes de 1* ordem e resolva-o, para x € [0, 0.6], usando
h=0.2:

a) pelo método de Euler;
b) pelo método de Euler Aperfeigoado.

Considere o PVI

y' =y
y(0) = 1.

a) Mostre que o método de Euler Aperfeigoado, quando aplicado a esta equagédo,
fornece:

yk+1 - (1 + h + hzfz)k‘*l.

b) Comparando com a solugao exata do problema, vocé esperaria que o erro tivesse
sempre o mesmo sinal? Justifique!
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22. a) apresente a férmula de iteragdo para o método de Taylor de ordem 2 aplicado ao
PVI abaixo:

y+y=x
y(0) = 0,
sendo h=0.1;
b) verifique que y(x) = exp(—x) + x — 1 € solucao do PVI;

¢) calcule um limitante superior para o erro do método obtido em (a).

23. Considere a equagdo diferencial y' = y seny + x com a condigao inicial y(0) = 1. Calcu-
le y'(0), y"(0) e y'"(0). Utilizando esta informagdo, calcule aproximadamente y(0.2).

24. Resolva pelo método de diferencas finitas, o PVC:
y'+2y' 4y = x
y(0) = 2
Y(ll - 0:

usando h = 0.25.

25. Formule, por diferencgas finitas, sistemas de equacdes cuja solugio aproxime a solugao
dos seguintes problemas de contorno:

a) | y" = ysen(y)+ty
y(0) = 1
y(1) = 5

by [y" =2y+y3-t
y(0) = 4
y(6) = 2
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26.

27-

28.

Mostre que a aproximacio (b) € O(h).

Deduza a aproximagao (2) para y''(x;) usando a aproximacio de y(x) por p,(x), confor-
me sugerido no texto.

Resolva o Exemplo 8 com eos mesmos valores de h mas com condigdo inicial
y(0) + y'(0) + 3 = e, das duas maneiras propostas no texto.
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RESPOSTAS DE EXERCICIOS

CAPITULO 1

1. x=(37),, = (100101),
y = (2345),, = (100100101001),
z = (0.1217),, = (0.000111110010...),

2. x=(101101), = (45),
y = (110101011), = (427),,
z = (0.1101), = (0.8125),,
w = (0.111111101), = (0.994140625),,

3. a) x+y+z=0.7240 x 104 | ERyyys, | < 1073
b) x—y—z=0.7234 x 10* |ER, ., | < 1.0002 x 1073
c) x/y =0.3374 x 108 | ER,y | < % x 1073
d) (xy)/z=0.6004 | ER(xy)/2| < 1073
e) x(y/z) = 0.6005 | ER, (4] < 103

376



Respostas de Exercicios

3T

1. a) 4cos(x)-e*=0

Uma raiz positiva no intervalo [0, 1].

4. |ER < 107t! e |ER,| < 1071
4
5. |ER, <10t e |ER,) <7 x 107!
6. |ERJ<2x10% e | ER,/ <% 5 ¥t
9. a) m=0.1000 x 1075 =105
M = 0.9999 x 10° = 99990
b) no arredondamento: 0.7376 x 102
no truncamento: 0.7375 x 10%
¢) a+b=0.4245 x 10° + 0.00003 x 10° = 0.42453 x 10°.
Mas o resultado serd armazenado com 4 digitos na mantissa, portanto:
a + b = 0.4245 x 10°
d) S=04245x 10°
e) S=0.4248 x 10°
f) Observar que a opgdo (wz)/t conduz a um overflow nesta méquina.
CAPITULO 2

Infinitas raizes negativas k nos intervalos [k (- 1), (k—1) (- m)],

k=12

b) 5 - tgx) =0

€ = 0 é uma raiz.
As outras rafzes estdo nos intervalos:
T

(kn, k1t+%}parak=1,2,3, e (km-7, kn)parak=-1,-2 3.
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¢) 1-xin(x)=0
E e [1,2]

d 2*-3x=0
E e [0,1].

e) x3+x-1000=0
E e [9,10]

log (by — a;) — log (€) )
log(2) -

a) k >

Nio. Verifique que neste exemplo o método da posi¢ao falsa vai manter o extremo
inferior do intervalo fixo e a seqiiéncia gerada nfo oscila em torno da raiz. Assim, a
tinica possibilidade seria testar se (b — a) < 10>, o que ndo é vidvel neste caso. Redija
agora uma resposta explicando os detalhes.

Observe que a seqiiéncia estd oscilando e convergindo para a raiz exata. Neste caso,
obtenha o menor intervalo que contém a raiz.

a) Observe que 1/a € a solugfo da equagdo ax = 1 que € o mesmo que f(x) =a— 1/x =0.

Aplicando o método de Newton, conclua que 1/a pode ser obtido iterativamente
por X,,, = 2x, — ax{ e esta expressdo nio requer nenhuma divisdo. Complete a

resolugio do exercicio.
b) 0.230769219 com £<6.7x 1077,

(Observagdo: A aproximagdo inicial para o0 método de Newton tem de ser cuidado-
samente escolhida.)

b) Para qualquer x; # 0, ela serd oscilante.

c¢) Nao. Analise outros exemplos.

Pelo Teorema do Valor Médio temos que X, ; — & = @'(c, )(x, — &) com c, entre x, e &.
Analise os sinais de x; - EgmQ; L, wssia
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10.

11.

12

14.

15.

a) Observe que |E — x| = | E — Xq — Xy + Xyl que € = @(E) € que x;,; = ¢(x;) para

todo j.

X, = 3.111...
x, = 0.424744898
X, = 7.897338779
x = 0.142658807
x, = 56.14607424

Calcule @'(x) e verifique que | @'(x)| > 1 para | x| < 1.

a) X = 42747827467
b) X =0.9047940617
¢) X =1.4309690826

Obtém a raiz aproximada x = —2.00000007 apés 9 iteragdes. Para justificar, observe

que f(x,) = 3.939 e f'(xy) = 0.23.

a) O ponto x, ., serd a intersecgdo, com o eixo ox, da reta que passa por (X, f(x;)) e
€ paralela i reta tangente & curva f(x) no ponto (x5, f(x)).

a) MPF obtém x = 0.714753186 apés 8 iteragdes.

b) O método de Newton obtém x = (0.71481186 apds 3 iteragdes.
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16. @) X =3.1415926533 com f(X) = 2.9 x 10710 em 2 iteragdes.

b) X =3.14131672164 com f(X) = 3.8 x 1078 em 9 iteragdes.

Encontre uma explicagao tedrica para estas respostas.

17. a) 0.128373 <k <1
b) 0.070913 < k < 0.128373
18. Esta fungdo tem apenas um ponto critico. Justifique isto.
Usando o método de Newton com x, = 0.5, X = 0.567138988 com ¢ = 1074,
19. x, =-0.906179
x, = —0.538452
X, =0
x, = 0.538452
xs = 0.906179
20. E=e €[2, 3],
£=10"
. § - MPF
Bissec¢io Posigio falsa 9(x) = x/In(x) Newton Secante
Dados . N Xp =2
iniciais [2,3] 23] %9 =25 X =2 x, =3
X 2718276 2.718277 2.718283 2718282 2718283
f(x) 0.4850915 x 1075 | 0.4796514 x 1075 |-0.6421441 x 10710 | 0,64214411 x 10710 | 0.6621836 x 10°® |
erro em x | 0.15258789 x 10~* 0.2818186 0.1868436 x 107+ | 0.1868436 x 1074 |-0.17101306 x 107*
n? iteragdo 16 4 3 3 5
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21. a) f(x)=xe>*- e~ é continua em [0, 1], f(0) < 0 e f(1) > 0.
b) | f(x,9) | = 4.037 x 1073 Xg = 0.9 estd préximo de um zero de f'(x); verifique isto.
23 v:z{"'"’:o ou‘mﬁn{p=2 ou
vV-p=2 p=0
portanto, pela regra de sinal de Descartes, esta equagdo ou tem 2 raizes ou néio tem raiz no
intervalo [0, 1].
24. Usando o teorema de Sturm com oe=0 e B = | verifica-se que p(x) =3x3 - x* - x3 +x+1=0
ndo tem raiz no intervalo [0, 1].
25. Para x;=1.5, X=3.00072 e f(X)=0.5256642x 1075
CAPITULO 3
2. O niimero de operagdes é da ordem de n”.
4. ¢) x*=(08 06 04 02T
5. x*=(1 2 1 of
6. a) Infinitas solugdes.
b) Nio admite solucgdo.
7. Na fase da eliminagdo pode-se efetuar sobre a matriz dos coeficientes as operagdes (i), (ii)

e (iii) enunciadas no Teorema 1. Das propriedades de determinantes temos que:
i) trocar duas linhas resulta numa troca do sinal do determinante.

ii) multiplicar uma linha da matriz por uma constante ndo nula resulta que o determinante
fica multiplicado por esta constante;
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10.

11.

13,

16.

17

iif) adicionar um multiplo de uma linha a uma outra linha ndo altera o valor do
determinante.
Destas propriedades e do fato que o determinante de uma matriz triangular é o
produto dos elementos da diagonal, sai facilmente o método pedido pelo exercicio.

Hp x*=@1 1 1

1 0 O 1 1 1
L=|2 1 0f eU=|0 -1 -3
3 -1 1 0 0 0

Observar que a matriz A ¢ singular.

b) Constate que a matriz A-l pode ser obtida através da resolugdo de n sistemas
lineares:

Ax = ¢ i=1,...,n
onde €; é a coluna i da matriz identidade de ordem n.

¢) A fatoragdo LU é o método mais indicado (justifique por qué!).

0.2948 0.0932 0.0282 0.0861 0.0497 0.0195
0.0932 0.3230 0.0932 0.0497 0.1056 0.0497
0.0282 0.0932 0.2948 0.0195 0.0497 0.0861
0.0861 0.0497 0.0195 0.2948 0.0932 0.0282 |
0.0497 0.1056 0.0497 0.0932 0.3230 0.0932
0.0195 0.0497 0.0861 0.0282 0.0932 0.2948

d) Al =

Se A = LDU, o vetor x sera obtido resolvendo:
Ly=b, Dz=y e¢ Ux=z

-0.848 -0.156 0.720
Al=| 0136 -0.008 -0.040|.
0.072 0.084 -0.080

Xx=(1  0.94)T usando o arredondamento.

(
X-=[0:93 1.1)T usando o truncamento.
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18.

21.

22,

23.

28.

29.

31.

a) x=(-0.02127 0.2206)".

b) Nio tem solugao.

Demonstre que X' Cx > 0, x € R", x = 0, e observe a necessidade da matriz A ter posto
completo.

ﬁ’mﬁxﬁi-UQf:lcx*:(l 1 1)"}.";

1=i=<3

p=max f;, = 03281 < 1e

1=i=<4

x* = (036364  0.45455 045455  0.36364)".

a) |k|> 4.
b) k=5c¢,usando x(? = (0 0 0)T, obtemos x(?) = (0.04857 0.25 0.20734)T.

a) As seqiiéncias geradas por Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel ndo convergem para a
solucao.

b) Permutando as equagdes, os métodos geram seqiiéncias convergentes para
x*=(1 -1)L.

a) Calculando o vetor r® = Ax® — b e verificando se

mix |r,| < eondee =~ 0 (¢ = 1074, por exemplo).
l=si=<n

Asoluciox*=(1 1 1 1 1)T pode ser obtida facilmente, bastando observar que as
equagdes 2, 3 e 5 envolvem apenas uma varidvel.

a) infinitas solugdes.
b) solugao unica.
c) infinitas solugoes.

d) infinitas solucdes.
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e) infinitas solugoes.
f) solugéo tnica.

g) infinitas solucdes.
h) infinitas solugoes.
i) nao tem solugao.
j) nao tem solugao.

k) solugdo tinica.

33.a0) x*=(1 1 1 )T
b) x*=(0 1 DL
V3 0
s (7/(5’ 4/\”5’)'

b) Observar que sobre a matriz R ndo € imposta a condigdo da diagonal ser positiva;
desta forma, uma das trés possibilidades é:

R - ~vy 0
(7/1/5 4/»’?)'

CAPITULO 4

2. a) x*=(1 T,
b) x*=(1.93177 -0.51822)T.
c) x*=(-0.17425 -0.71794)T.
4 #=0 1~

e) x* = (057072 -0.68181 -0.70221 -0.70551 —0.70491 —0.7015
-0.69189 —0.66580 -0.59604 —0.41642)T,

p x*=(1 11111111 1"
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CAPITULO 5

1. a) Escolhendo os pontos x5 = 2.8, x; = 3.0 e x, = 3.2, obteremos: f(3.1) = 22.20375.

b) 1EG3.1)I<1.23x102

2. Sugestdo: Verifique que o méximo da fung¢do g(x) = | (x ~ Xp)(x — x;) | ocorre para X =
(X; + Xy)/2 e obtenha g(x).

3. Escolhendo Xg = 25, x; = 30 e x, = 35 obtemos f(32.5) = 0.99820 e f(x) = 0.99837 para x
= 27.88.

4. Usando o processo de interpolagdo inversa para f(x), sobre os pontos: y, = 0.67, y,;
= 0.549 e y, = 0.449 obtemos: f(0.5101) = 0.6 e aplicando o processo de interpolagio
inversa para g(x) sobre os pontos y, = 0.32, y, = 0.48 e y, = 0.56 obtemos g(1.4972) =
0.5101, portanto, para x = 1.4972: f(g(1.4972)) = £(0.5101) = 0.6.

5. A fungdo cos(x) devera ser tabelada em, no minimo, 260 pontos.

7. Usando um processo de interpolagdo inversa e escolhendo y, = f(0) = -1, y, = (0.5) =
—0.1065 e y, = f(1) = 0.6321 obtemos 1(0.5673) = 0. E, usando a tabela de diferencas
divididas e os pontos y(0), y(0.5), y(1) e y(1.5) a estimativa do erro serd: | E(0) | =
0.17851 x 1074,

8 IE(115)) < 1.631 x 10>,

9. Polindmio de grau 3 porque as diferengas divididas de grau 3 sdo aproximadamente cons-
tantes. Escolhendo x, = 0.5, x, = 1.0, X, = 1.5 e x3 = 2.0 obtemos f(1.23) =~ —1.247 com |
E(1.23)1 =2.327 x 107>,

10. Processo 1: construindo p,(x) que interpola f(x) em x, = 0.25, x; = 0.30, x, = 0.35 ¢
calculando x tal que p,(x) = 0.23 obtemos x = 0.3166667.
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Processo 2: interpolagio inversa, escolhendo y, = 0.19, y; = 0.22 e y, = 0.25 obte-

mos: p, (0.23) = 0.3166667, e portanto, £(0.3166667) ~ 0.23. Neste caso, é possivel
estimar o erro cometido | E(0.23) | = 1.666 x 1072,

11. cos(1.07) =~ 0.4801242
| E(1.07)| =~ 1.202 x 1075,
12. d =3a—-8b + 6¢.
17. Usando o processo de interpolagéo inversa e os pontos: y, = 1.5735, y; = 2.0333 ¢
¥, = 2.6965 obtemos f(0.623) ~ 2.3.
18. Usando o processo de interpolagao inversa e escolhendo os pontos: y; = 0,y; = 1.5¢
¥, = 5.3 obtemos: f(1.5037) =~ 2.
CAPITULO 6
2. a) 0.21667x + 0.175.
b) 0.01548x2 + 0.07738x + 0.40714.
8
A comparagao pode ser feita através do calculo de 2 di : para a reta,
k=1
8 8
D d = 0.08833 ¢, para a pardbola, Y d2 = 0.04809.
k=1 k=1
Como o menor valor para a soma dos quadrados dos desvios foi para a parabola, o
melhor ajuste para os dados, entre as duas possibilidades, é a pardbola.
3. Curva de ajuste escolhida: ¢(x) = a,In(x) + a,. Obteve-se:
@(x) = 5.47411In(x) + 0.98935.
4. b) 52.7570x — 20.0780, trabalhando com as alturas em metros.
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¢) peso de um funciondrio com 1.75 m de altura ~ 72.2467 kg; altura de um funciondrio
com 80 kg ~ 1.897 m.

d) 0.0159x + 0.6029.

e) peso de um funciondrio com 1.75 m de altura =~ 72.14 kg: altura de um funcionério
com 80 kg ~ 1.871 m.

ano — 1800
10

@(x) = 01,e%* cuja solugio foi P(x) = 1.8245¢72289% donde pop (2000) = ((20) = 177.56.

5. @) Mudamos a escala dos anos por t = e a seguir fizemos o ajuste por

b) Em 1974.

1
= 0.1958 + 0.0185x

6. a) vy

b) y ~ 5.51990.8597)".

7. b) @(x) = ab¥, onde a = 32.14685
b = 1.42696.
P(x) = axP, onde a = 38.83871

b = 0.9630.

Observagdo: neste dltimo caso, para se efetuar o ajuste desprezamos o primeiro dado:
0.32 para que fosse possivel a linearizagdo In(y) ~ In(a) + b In(x).

9. a) @x)=ae,
b) a=959474.
b = -0.0249.

O residuo que foi minimizado foi de 1/y como fungédo de x.

10. g(x) =1 + 0.9871¢1-0036x
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11. y(t) = ab'. Além do teste de alinhamento ser razoével para esta fungdo, a outra possibi-

lidade apresenta problemas. Verifique.

1 2n
13. Paraj=0, a, = Efu f(x) dx.

. | :
Para j = 1, & = ;fﬂ f(x) cos(jx) dx.

1 2n
Para j = 1, b; = — 1) . f(x) sen(jx) dx.

CAPITULO 7
1. a) n 4 6
Trapézios 4.6950759 4.6815792
Simpson 4.670873 4.6707894
b) n 4 6
Trapézios 4.6550925 4.6614884
Simpson 4.6662207 4.6665612
c) n 4 6
Trapézios 4.7683868 47077771
Simpson 4.6763744 4.6614894
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a) n (a) (b) (c)
Trapézios 249 238 1382
Simpson 10 20 80
e <5 x 10
a) 0.4700171.

b) 0.4702288.

Erro por Simpson: Zero
I =172
Por Trapézios, com 5 pontos, I = 184 (IErz | < 24)

h < 0.580819.

Is = 44.0833... com erro zero.
m = 8.
b) Irg = 2.086.

Wy =w, =4/3

wl = —2/3.
4.227527 (Trapézios no primeiro intervalo e o restante por 1/3 Simpson).

a) Trapézios: 6.203.
Simpson: 6.208.

b) Trapézios: 0.55509.
Simpson: 0.55515.
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15. I =0.69315.

In(2) = 0.693147.

16. I, =0.785392.

T /4 =0.785398.

17. a) Is =0.746855

b) log=0.746594

c2) m = 27 (se usarmos M, < 2)

CAPITULO 8
h h
1. y“+]=yn+hf(xn+5,yn+5 )
3. a)ec) h Euler Aperfei¢oado Euler
0.5 -3 -5
0.25 -3 -1.75
0.125 -3 -2.375
0.1 —2.999995 -2.499994
d h
6. Yuit =% t E(fn * i:n+1}‘
8 h Euler Euler Aperfeigoado R. Kutta 4* ordem
0.2 2.047879 1.906264 1.909298
0.1 1.979347 1.90854 1.909297
0.05 1.944512 1.909108 1.909298
0.025 1.926953 1.909251 1.909298
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9. a) (Euler Aperfeicoado) h = 2 = y(16) = 12.00999.
b) h=4=y(16) ~ 11.998.

€) [h=2= y(16) ~ 11.99199,
h =4 = y(16) = 11.94514,

10. h=02 y(1.6) ~ 2.7.
h=0.1 y(1.6) = 2.8242597.
11. h=0.1, y(5) = 2.5

h=0.125, y(5) = -2.3750
h=025  y(5)=-175

h = 0.5, y(5) = 0.5
14. h Euler Euler Aperfeigoado R. Kutta 4° ordem
0.2 2.7 2971514 3.019671
0.1 2.85455 3.006242 3.019977
0.05 2.928572 3.016337 3.019999
0.025 2.973171 3.019055 3.020001

15. Euler: y(1) = 4.488320.
Runge-Kutta de 4° ordem: y(1) = 4.718251.

y(1) = 4.718282.

16. a)e b) y(0.2) = y(0.25) = ... = 1.00
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17. a)e b)ec)

h =025
X Euler Euler Aperfeigoado Runge-Kuita | Valor Exato
0.25 0.75000 0.78711 0.78287 0.78287
0.5 0.57422 0.63838 0.63234 0.63234
0.75 0.46655 0.55016 0.54369 0.54369
1.00 0.41552 0.52007 0.51342 0.51342
1.25 0.41552 0.55664 0.54938 0.54938
1.50 0.47396 0.69499 0.68728 0.68729
175 0.62207 1.03875 1.03700 1.03713
2.00 0.94282 1.89693 1.94632 1.94773
h=05
X Euler Euler Aperfeigoado Runge-Kutta | Valor Exato
0.5 0.50000 0.65625 0.63234 0.63234
1.0 0.31250 0.53320 0.51335 0.51342
1.5 0.31250 0.69983 0.68700 0.68729
2.0 0.50781 1.77144 1.93321 1.94773

18. y(1) = 0.87997.

y'(1) = 6.47989.
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19. b) X y(x) y'(x)
0.25 1.56250 -3.50000
0.5 0.34570 —5.46875
0.75 -1.09711 —4.87744
1.00 -2.07648 -1.89056

20. a)e b) Euler Aperfeicoado

X y(x) y'(x) y(x) y'(x)

0.2 0.20000 1.39192 0.24000 1.44098
0.4 0.47838 1.84145 0.57610 1.95954
0.6 0.84667 1.33276 1.02305 2.54350

3
22. ¢) |emro| = llﬁl—, x>0

-x|x P
| erro|] < Lad 1

23. y'(0) = 0.841471
y"(0) = 2.162722
y"'(0) = 1.748426
y(0.2) = 1.213880.

24. y(0.25) = 1.107487
v(0.5) = 0.529106

y(0.75) = 0.180622
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28. Parah = 0.1 Diferengas Avangadas Diferencas Centradas
2.8354 2.7050
2.5800 2.4739
2.3467 2.2614
2.1327 2.0652
1.9354 1.8831
1.7528 1.7134
1.5829 1.5544
1.4241 1.4047
1.2748 1.2632
1.1338 1.1286
Para h = 0.05 Diferencas Avangadas Diferencas Centradas
2.7743618 2.7150249
2.6497296 2.5961115
2.5305392 2.4822230
2.4164371 2.3730328
2.3070913 2.2682345
2.2021902 2.1675402
2.1014410 2.0706798
2.0045693 1.9773998
1.9113174 1.8874621
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1.8214434 1.8006436
1.7347207 1.7167348
1.6509366 1.6355394
1.5698915 1.5568732
1.4913986 1.4805637
1.4152827 1.4064489
1.3413795 1.3343774
1.2695352 1.2642070
1.1996058 1.1958047
1.1314563 1.1290459
1.0649604 1.0638141




